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Mémoire  sur   V approximation   des  fonctions   de   très  -  grands 
'    nombres ,    et   sur  une  classe  étendue  de  développements  en 
série  ; 

Par  m    g.  DARBOUX. 


INTRODUCTION. 


Dans  son  Mémoire  sur  les  séries  trigonométriques,  Riemann  fait  la 
remarque  que  la  théorie  de  ces  développements  a  été  pour  certaines 
branches  de  l'Analyse  l'origine  des  plus  importants  progrès.  Après 
avoir  tracé  l'historique  détaillé  de  cette  grande  théorie,  après  avoir 
reconnu  toute  la  valeur  du  Mémoire  célèbre  de  Dirichlet,  il  fait  remar- 
quer cependant  que  la  démonstration  de  Dirichlet  ne  s'applique  pas 
à  certaines  fonctions  exceptionnelles,  et  il  cherche  à  résoudre,  sans 
aucune  limilalion,  le  problème  suivant  :  Une  Jonction  étant  définie  de 
la  manière  la  plus  générale,  quelles  sont  les  conditions  qui  assurent  la 
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légitimité  de  son  développement  en  série  trigonométrique  ?  on,  ce  qui 
est  la  même  chose,  quels  sont  les  caractères  distinctifs  des  séries  trigo- 
nométriques  considérées  comme  servant  de  développement  à  une  jonc- 
tion ? 

Le  Mémoire  de  Riemann  a  rappelé  l'attention  sur  une  question  qui 
paraissait  épuisée,  qui  l'était  même  pour  les  fonctions  ordinairement 
employées  en  Analyse.  Plusieurs  des  élèves  de  l'illustre  géomètre  ont 
publié  d'intéressants  Mémoires  sur  cette  théorie,  en  adoptant  le  point 
de  vue  de  leur  maître  et  en  essayant  de  résoudre  plusieiu's  difficultés 
relatives  aux  fonctions  singulières  et  à  la  convergence  des  séries  qui 
les  développent. 

Le  point  de  départ  de  mon  travail  se  trouve  dans  l'examen  de  ques- 
tions toutes  différentes  relatives  aux  séries  trigonométriques,  questions 
qui  ont  été  un  peu  négligées  depuis  la  publication  du  Mémoire  de 
Dirichlet.  Avant  lui,  on  avait  essayé  de  démontrer  la  légitimité  des 
développements  trigonométriques,  en  se  rendant  compte  de  l'ordre 
de  grandeur  des  termes  de  la  série.  Cette  évaluation  n'est  pas  suffisante, 
comme  Dirichlet  le  fait  remarquer;  car  il  fallait  démontrer  non-seule- 
ment que  la  série  est  convergente,  mais  encore  en  déterminer  la  somme, 
ce  qui  présentait  des  difficultés  sérieuses,  levées  pour  la  première  fois 
et  d'une  manière  complète  par  l'illustre  géomètre. 

On  connaît  les  résultats  obtenus  par  Dirichlet.  Toute  fonction  de  la 
nature  de  celles  employées  habituellement  en  Analyse  sera  dévelop- 
pable  tant  qu'elle  restera  finie  ou  même  quand  elle  deviendra,  pour 
une  ou  plusieurs  valeurs  de  la  variable,  infinie  d'un  ordre  inférieur 
à  I,  son  intégrale  restant,  par  conséquent,  finie. 

Dans  le  travail  qui  va  suivre,  je  donne  d'abord  des  caractères  précis 
pour  reconnaître  l'ordre  de  grandeur  des  termes  d'une  série  trigonomé- 
trique, j'applique  ensuite  les  résultats  obtenus  à  l'étude  d'une  belle 
question  que  Laplace  s'est  proposée  dans  le  Calcul  des  probabilités  et 
pour  la  solution  de  laquelle  il  a  donné  une  méthode  célèbre  :  à  savoir 
l'approximation  des  fonctions  de  très-grands  nombres  qu'on  rencontre, 
soit  dans  le  Calcul  des  probabilités,  soit  en  Mécanique  céleste. 

Il  est  facile  de  comj)rendre  comment  cette  question  se  relie  à  celle 
que  j'ai  indiquée  plus  haut.  La  plupart  des  fonctions  de  très-grands 
nombres  entrent  ou  peuvent  entrer  comme  coefficients  des  puissances 
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élevées  de  ,x  dans  une  série 

(7o  -1-  fli  I  X  +  .  .  .  +  (7„  X'M-  .  .  .  , 

ordonnée  suivant  les  puissances  entières  de  la  variable.  Or  il  suffit  de 
remplacer  dans  de  telles  séries  x  par  Re'"*  et  de  considérer  w  comme 
la  seule  variable  pour  obtenir  une  série  Irigonoiuétrique,  et  nos  mé- 
thodes se  prêtent  alors  à  l'évaluation  approchée  des  coefficients  de 
la  série. 

Parmi  les  applications  que  j'ai  développées,  j'indiquerai  les  sui- 
vantes : 

1°  L'approximation  des  polynômes  de  Legendre.  Je  donne,  en  parti- 
culier, une  formule  qui  permet  d'obtenir  une  expression  approchée, 
l'erreur  commise  étant  de  l'ordre  d'une  puissance  aussi  grande  qu'on 

le  voudra  de  -• 
n 

2°  L'approximation  indéfinie  des  dérivées  /z"^'""  de 

(i  -  x-)-"",    (i  +  x^y^ 

et,  en  général,  de 

(.T-  «,)"',     ...  ,     (jr  -  Upy-p, 

«, ,  . . . ,  «p  étant  quelconques. 
3°  L'approximation  de  l'intégrale 

^[x)i\x)dx. 

J'étends  le  résultat  de  Laplace  au  cas  où  les  fonctions^  et  y  sont  ima- 
ginaires, ainsi  que  les  limites  de  l'intégrale. 

4°  L'approximation  du  terme  général  de  la  série  de  Lagrange 

5°  L'approximation  indéfinie  des  polynômes  qui  naissent  de  la 
série  hypergéoraétrique,  et  qui  ont  été  étudiés  par  Jacobi  et  par 
M.  Tchebychef. 

Ce  dernier  résultat  m'a  permis  de  résoudre  une  question  intéressante. 


Les  polynômes  de  la  série  hypergéométriqtie  peuvent  être  employés 
dans  les  développements.  On  peut  exprimer  inie  fonction  par  une  série 
composée  de  ces  polynômes  tout  à  fait  semblables  à  ceux  de  Legendre, 
qu'ils  comprennent  d'ailieiu's  comme  cas  particulier.  Cette  série  est-elle 
convergente  et  représente-t-elle  la  fonction  ? 

L'étude  de  cette  question  m'a  conduit  à  des  résultats  qui  ne  se  pré- 
sentent pas  dans  la  théorie  des  séries  trigonométriques.  Pour  plus  de 
netteté,  je  les  énoncerai  ici  en  supposant  que  les  polynômes  qui  entrent 
dans  la  série  soient  ceux  de  Legendre.  En  général,  si  la  fonction  ne 
devient  pas  infinie,  alors  même  qu'elle  serait  discontinue,  la  série  re- 
présente la  fonction  de  la  même  manière  que  si  elle  était  une  série  tri- 
gonométrique,  c'est-à-dire  que,  si  la  fonction  est  discontinue  pour 
jc  =  a,  la  série  pour  .r  :=  a  aura  pour  somme 

x[y(«  +  o)+/->c-o)]. 

Mais,  si  la  fonction  devient  infinie  pour  l'une  des  limites  extrêmes  -f-  i 
ou  —  I,  la  série  ne  sera  convergente  que  si  l'ordre  de  l'infini  est  infé- 
rieur à  l.  Ainsi  la  fonction  (x  —  i)  °  ne  serait  pas  développable  en 
une  série  convergente  de  fonctions  X„,  quoique  les  intégrales  qui  dé- 
terminent les  coefficients  de  la  série  conservent  un  sens  déterminé. 

Après  avoir  examiné  cette  première  question,  j'étudie  les  mêmes 
séries  en  donnant  à  la  variable  des  valeurs  imaginaires,  et  je  montre 
que  les  résultats  connus  pour  les  fonctions  de  Legendre  se  conservent 
pour  les  polynômes  les  plus  généraux.  Les  courbes  qui  limitent  la 
région  de  convergence  sont  des  ellipses  hotnofocales. 

.l'introduis  des  fonctions  de  seconde  espèce,  analogues  à  celles  que 
l'on  connaît  pour  les  polynômes  de  Legendre,  et  je  montre  en  termi- 
nant que  la  méthode  employée  dans  ce  Mémoire  peut  être  appliquée  à 
tous  les  développements  ordonnés  suivant  des  fonctions  formant  une 
suite  de  Sturm  [*]. 


[*]   Ce  travail   a  été  prcsenlù  à  l'Acadcniic  îles  Sciences  d.ins  la  séance  du  ']  fé- 
vrier iS'G. 
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PREMIERE  PARTIE. 


Considérons  une  fonction  réelle  on  imaginaire  d'une  variable  réelle 
X  développée  en  série  trigonoméirique 

( I )  y  (x)  =  rto  +  ^  {^n  cos nx  +  h„  sin  nx) . 

On  sait  que  l'on  a 

I  r''^ 

a„=  -  j      f  [x]  cos  ?ixdx, 


i,,  =  -  /        f{x\%\nnxdx. 


Supposons  que  l'on  se  propose  de  développer  la  dérivée  de  la  même 
manière  ;  on  aura 

f'[x)  =  l[a^cosjix  +  b'„sinnx), 
où  les  coefficients  sont  déterminés  de  même  par  les  intégrales 

rt,' —  -  /       /'  (x)cosnx  dx,     /-»',—  -   I       J'  {x)s\nnx  dx, 
et,  en  intégrant  par  partie, 

«„  =  -[/{zn)  — /(o)]  +  7ib„,     b'„=  —  na„. 

Ces  dernières  formules  supposent  toutefois  quey(x)  ne  soit  pas  dis- 
continue et,  par  exemple,  ne  passe  pas  brusquement  d'une  valeur  à 
une  autre  quand  x  varie  de  zéro  à  an;  elles  supposent,  en  outre, 
qne/(x)  ne  devienne  pas  infinie  dans  les  limites  de  l'intégration. 
Admettons  de  plus  que  f{x)  soit  une  fonction  analytique  de  pé- 
riode 27r.  Dans  ces  conditions,  la  dérivée  sera  développable  en  série 

Journ,  de  Math.  (3"  série),  tome  IV.  —  Janvier  1878.  ^ 
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h-igonomélrique,  les  fornuiles  deviendront 

n,'  —  nt>„,     h\,  =  —  tia,„ 

et,  comme  «„,  //,  tendent  vers  zéro,  il  en  sera  de  même  de  «rr„,  nh„. 
En  étendant  ce  raisonnement  au  cas  où  l'on  considère  plusieurs  déri- 
vées successives,  on  obtient  la  proposition  suivante  : 

Si  la  jonction  périodique  j  [x]  est  telle  (jue  sa  h  —  i"^""^  dérivée  et, 
par  conséquent ,  les  précédentes  demeuicnt  toujours  contitnies  et  finies, 
les  produits  n''a,„  n'' />„  ont  pour  limite  zéro  quand  n  croit  indéfi- 
niment. 

Examinons  maintenant  le  cas  où  la  fonction  réelle  ou  imagi- 
naire j [pé]  devient  infinie  entre  les  limites  de  l'intégralion,  mais  de 
telle  manière  que,  siy  (.r)  devient  infinie  pour  jt  =  rt,  on  j)uisse  poser 

'\  [x)  demeurant  finie  pour  j;  =  rt  et  A  étant  une  constante.  Cotte  sup- 
position se  réalise  dans  l'immense  majorité  des  cas,  toutes  les  fois  queyj 
est  plus  petit  que  i .  Supposons  d'abord  pour  plus  de  netteté  qu'il  y 
ait  un  seul  infini  de  f[pc)  entre  les  limites  o,  27:,  alors  on  aura 

;      •                  A.    f  ros«(.r-  — /W/f        I     f'^,,.  ,  ,     ,, 

a,,cosjiX'-i-  l>,,sinnx=  -  1 \~  -   1       <l/[t^coin[x  —  t  dt. 

d/ (j:)demcur,nit  finie,  sa  dérivée  sera  dévelop|)able  en  série  Irigono- 
inélrique  et,  par  conséquent,  la  seconde  intégrale  du  second  membre 
donne  un  terme  dont  le  produit  par  n  lend  vers  zéro.  Evaluons  la 
première.  Si  l'on  y  effectue  la  substitution 


elle  devient 


'"'-""  cas „, tu 
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Les  deux  intégrales  qui  figurent  clans  celte  expression  tendent  vers  des 
limites  finies  et  déterminées  quand  n  augmente  indéfiniment.  Ces 
limites  sont 


,  o ,  .         p-*-^  cos  «  da         r  ' 

'     '  J      y:        "    «''  ~'      J- 


'^  sin«  du 


On  voit  donc  qu'ici  la  partie  principale  des  coefficients  a,,,  h„  est  de 

l'ordre  de  -^7-:  c'est-à-dire  que  son  produit  par  72'"''  est  une  quantité 

finie,  quoique  en  général  indéterminée,  à  cause  de  la  présence  des  fac- 
teurs cos«a,  sin7/a. 

Il  est  du  reste  facile  de  déterminer  les  valeurs  des  intégrales  (3). 
Elles  se  déduisent,  en  particulier,  de  celles  que  l'on  trouve  à  la 
page  197  du  Calcul  intégral  de  M.  Serret,  et  l'on  a 

ir"*"*  cosii.dll         r  ,  Mn  n  \     ■      P''^ 

I       -^;ï^  =  F'  +  ^-')']r  I -/')sui^, 

(  j_^    -„,-  =  ['-  (-./]r,i-p)cos^— . 

En  général,  la  détermination  que  l'on  doit  prendre  pour  (—  i)/*  et  qui 
résulte  de  celle  du  radical  [x  —  a/  est 

(-0"  =  ^-^'"- 

Dans  ce  cas,  les  formules  (4)  se  simplifient,  et  l'on  obtient 


/_ 


cos  It  du  Tz  ; 

II''  ^    I'  > 


/~^^'    s\r\uda         — '"    ,     ^ 

Mais  la  valeur  précise  de  ces  intégrales  nous  sera  inutile;  le  seul  point 
qu'il  nous  importe  de  connaître,  c'est  qu'elles  sont  finies. 

Supposons  maintenant  que  la  fonction,  tout  en  étant  développable 
en   série  trigonométrique,    admette   plusieurs  infinis,  nécessairement 
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(rorcîre  inférieur  à  l'unité.  Nous  pourrons  poser 

^(x)  demeurant  toujours  finie,  et  l'on  njipliquera  la  métliode  précé- 
dente à  cliacun  des  termes  du  second  membre.  La  partie  principale 
des  coelficienls  a„,  b„  s'obtiendra  en  remplaçant  y (.r)  par  le  ternie 
correspondant  à  l'infini  de  l'ordre  le  plus  élevé,  et,  s'il  y  en  a  plusieurs 
du  même  ordre,  par  la  somme  des  ternies  correspondant  à  ces  infinis 
de  l'ordre  le  plus  élevé. 

On  peut  d'ailleurs  étendre  la  méthode  précédente  de  manière  à 
obtenir  une  approximation  indéfinie  de  a„  et  de  b„. 

En  effet,  il  résulte  des  remarques  déjà  faites  que,  si  la  fonction  et  ses 
p  —  I  premières  dérivées  ne  deviennent  pas  infinies,  la  p"""^  dérivée 
sera  développable  en  série  trigonométrique,  les  coefficients  de  sinw.r, 
cosnx  étant  n''a„,n''b„.  Si  maintenant  cette  dérivée  d'ordre  p  devient 
infinie  de  l'ordre  y,  le  produit  des  coefficients  précédents  par  n^~'< 
demeurera  fini  quand  n  croîtra.  Ainsi: 

Si  la  première  dérivée  de  la  Jonction  qui  devient  infinie  est  la  dérivée 
p'""^et  si  l'ordre  de  son  plus  gnnui  injini  est  y,  les  produits 

nP^'-'ia„,     nP^'-^b„ 

deineuicront finis  quand  n  croîtra  indéfiniment. 

D'après  cala,  si  l'on  peut  trouver  un  groupe  de  termes  ou  une  fonc- 
tion 'y(j:)  se  développant  suivant  la  formule 

o{x)  —  a.^  -\-  2'a„cos7ix  4-  ^j„s\nnx), 

et  tel  que  la  p'^'"'  dérivée  ài^J[x)  —  <f[oc)  soit  la  première  qui  devient 
infinie,  et  qu'elle  le  devienne  de  l'ordre  7,  on  aura 


««  = 


/;,  //,   désignant  des  quantités  finies;  «„,  |3„  représentent  donc  <7„,  /<„ 
avec  une  approximation  marqiu'e  par  l'exposant  />-+-!—  y. 
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Toutes  les  remarques  qui  précèdent  sont  bien  simples,  et  la  mélhocle 
précédente  paraît  au  premier  abord  peu  susceptible  d'applications 
étendues;  Nous  espérons  cependant  que  la  suite  de  ce  travail  montrera 
qu'elle  valait  la  peine  d'être  étudiée  et  proposée. 

Une  remarque  générale  peut  d'ailleurs  nous  faire  prévoir  le  succès 
de  la  méthode.  La  plupart  des  fonctions  de  très-grands  nombres  qu'on 
a  à  évaluer  figurent  comme  coefficients  dans  les  séries  ordonnées 
suivant  les  puissances  de  la  variable  ;  or  les  rapports  qui  existent  entre 
ces  séries  et  les  séries  trigonométriques  sont  bien  connus.  Dans  le  déve- 
loppement 

A„  -h  ^,z  -h  ...  -h  A„z'\ 

il  suffit  de  remplacer  la  variable  z  par  Re"",  R  et  w  étant  le  module  et 
l'argument  des,  pour  obtenir  une  série  trigonométrique  d'une  variable 
réelle  w,  R  étant  considéré  comme  constant,  c'est-à-dire  le  point  z  se  dé- 
plaçant sur  le  cercle  de  rayon  R.  Ces  rapports  entre  les  deux  classes 
de  séries  ont  même  été  utilisés  par  M.  O.  Bonnet  pour  la  démonstration 
du  iht^orème  de  Cauchy  :  le  beau  Mémoire  sitr  la  théorie  générale 
des  .ye/ve.y  couronné  par  l'Académie  de  Bruxelles  contient,  eu  effet,  la 
démonstration  de  la  proposition  suivante  : 

Si  une  fonction  f  [z)  est  finie  et  uniforme  à  l'intérieur  d'un  cercle  et 
que,  sur  le  cercle  même,  elle  soit  cléi'eloppable  en  une  série  tiigonomé- 
triciue  ordonnée  suivant  les  sinus  et  les  cosinus  des  multiples  de  l'argu- 
ment, elle  sera  développable  à  l'intérieur  du  cercle  en  une  série  conver- 
gente ordonnée  suis'ant  les  puissances  de  la  variable  z. 

Cette  proposition  permet  l'étude  d'une  question  qu'on  laisse  en  gé- 
néral de  côté  cjuand  on  s'occupe  du  développement  des  fonctions 
suivant  les  puissances  entières  de  la  variable.  La  série  qui  développe 
J [z)  étant  supposée  convergente  pour  tous  les  points  situés  à  une  dis- 
tance moindre  que  R  de  l'origine,  que  deviendra  la  série  pour  un  point 
situé  sur  le  cercle  même  de  convergence?  Nous  voyons  que,  siy(z), 
considérée  comme  fonction  de  l'argument  w  de  s  sur  le  cercle  de  conver- 
gence, est  développable  en  série  trigonométrique,  la  série  qui  déve- 
ioppey(z)  suivant  les  puissances  de  z  demeurera  encore  convergente 
sur  le  cercle  limite  ;  elle  cessera  de  l'être  clans  le  cas  contraire. 

Cette  remarque  générale  est   confirmée  par  l'étude  des  cas  parti- 
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ciiliers;  niiisi  la  fonction  Iog(i  +  z)  se  réduit  sur  le  cercle  de  conver- 
gence à 

/m  ,  .  I  .        61 

\-  log2i  -i-  logsin  -1 

et  celle  fonction  est  développahle  en  série  Irigonomélrique.  Donc  la 
série  qui  développe  log(i  +  z)  dcnieurera  convergente  et  représentera 
la  fonction,  même  sur  le  cercle  de  rayon  i.  Il  en  est  de  même  pour 
arctangj:,arcsin a:.  Au  contraire,  la  série  du  binôme  qui  développe 
(i  +  z]'"  ne  sera  pas  toujours  convergente  sur  le  cercle  limite.  Si  la 
partie  réelle  de  m  est  négative  et  supérieure  à  l'unité  en  valeiu"  absolue, 
(i  -H  r)'"  deviendra  infinie  d'un  ordre  supérieur  à  i  pour  z  —  —  i  et 
par  conséquent  ne  sera  pas  développable  en  série  trigonométrique  con- 
vergente. Ainsi  la  série  du  binôme  ne  demeurera  convergente  sur  le 
cercle  limite  que  si  la  partie  réelle  de  m  est  supérieiu'e  à  —  i ,  ce  qui 
est  conforme  aux  résultats  trouvés  par  Abel. 

Imaginons  d'après  cela  qu'étant  donnée  une  série 

(5)  J[z)  —  a^-i-  a^z  +  a.,z-+  ...  -\-  a„z"  ^  ..., 

ordonnée  suivant  [les  puissances  de  z,  on  veuille  obtenir  l'évaluation 
approchée  du  coefficient  «„  pour  7i  très-grand.  Voici  la  niétbode  (jue 
l'on  pourra  suivre  et  qui  réussit  pour  la  plupart  des  fonctions  que  l'on 
a  à  considérer  dans  cette  théorie. 

Remarquons  d'abord  que,  si  Rest  le  rayon  du  cercle  de  convergence, 
on  aura 

lim«„(R  —  /.)"  =  o, 

R  —  /i  désignant  un  module  quelconque  inférieur  à  R.  Quant  à  la  limite 
de  rt„R",  elle  dépend  de  la  nature  des  séries  et  peut  être  nulle,  finie, 
indéterminée,  infinie. 

Supposons  d'abord  que  la  convergence  de  la  série  cesse  au  delà  du 
cercle  de  rayon  R,  parce  que  la  fonctiony(z)  admet  sur  le  cercle  de 
convergence  un  ou  plusieurs  points  à  discontinuité  polaire,  c'est-à-dire 
pour  lesquels  la  fonction  inverse  -—^  demeure  finie  et  contiiuie.  Con- 
sidérons d'abord  le  cas  où  il  y  a  un  seul  point  de  ce  genre.  Soit  a  la 
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valeur  de  z  correspondant  à  ce  pôie  :  on  pourra  poser,  comme  on  sait, 

/ /■  \  /•/    \  A„  A,  A/,_.,  , 

(^)  J  W  =  --TTT/.  +  i^ZTTir^.  +  •••  +  T--^  -^  ?(^i' 

çj(  z)  demeurant  finie  pour  ;  =  a  et  étant  par  conséquent  développable 
en  une  série 

o[z)  =  b„  -\-  b,z  -h  .. .  -i-  b„z", 

convergente  dans  un  cercle  de  rayon  o  [)lus  grand  que  R.  En  dévelop- 

A,- 
pant  chacun  des  termes  ; — _  [  ,,_^  suivant  les  puissances  de  z  et  égalant 

les  coefficients  de  z"  dans  les  deux  membres  de  l'équation  6\  on 
aura 

\ 
a„a."=  3  («  +  i){n  +  z) .  . .  { n  +  h  —  i) 

-h  :\l-,  {n  -h  \  j  .  . .  {n  -h  h  —  2  )  -h  ...  -\-  '-^  -+-  l},/j.". 

Or  la  série  qui  développe  ç(;)  étant  convergente  dans  un  cercle  de 
rayon  p  >  R,  on  a,  en  désignant  par  p  —  k  un  nombre  inférieur  à  p, 
mais  supérieur  à  R, 

lim  [p  —  k)"b„  =  o, 

et  par  conséquent 


£„   tendant  vers  zéro  avec  -•  On  a  donc 

n 

rt„  a"  —  — °  (  «  -+-  I   ...   »  +  /?  —  I  ) 
-,  H — T^  [ti  -\-  \]  . . .  { n  -\~  Il  —  2    +  . . . 

et  ce  développement  se  compose  : 

1°  D'une  suite  de  termes  qui  sont  par  rapport  à  n  des  ordres  de 

;«'',     ii''~\      ...  ,     n,     II'  ; 
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2"  Du  terme 


'"  (f^)"' 


qui  est  infiniment  petit  par  rapport  à  toute  puissance  de  ->  puisque  le 
module  11  de  a  est  inférieur  à  «  —  k. 

Si  l'on  demande  seulement   le  premier  terme  de  l'expression  ap- 
prochée de  a,„  on  aura 

a„u"—  4  ("  -H  i)(«  H-  2) ...  M  +  A  —  i) 'x  +  £), 


ou  plus  simplement 


1  '  1 

c,  £   tendant  vers  zéro  avec -• 

n 

Il  est  dnir  que  la  méthode  s'applique  au  cas  où  la  fonctiony(z) 
possède  plusieurs  points  a  discontinuité  polaire  sur  le  cercle  de  conver- 
gence. On  pourra  alors  poser 

^(^)  =  (7^  +  (I^:^  +  •  •  •  +  ly-^Y  +  (T:^  ^  -  +?(^)' 

■et  l'on  montrera  comme  précédemment  que  le  développement  de  olz) 

donne  des  termes  d'ordre  nul  qu'on  peut  négliger,  par  rapport  à  ceux 

A 
qui  proviennent  du  développement  des  termes  simples  — — "-^^■-  •■  Si 

l'on  veut  avoir  le  premier  terme  seul  de  l'expression  approchée  de  a„, 
on  pourra  se  borner  à  considérer  celui  des  termes 

A,  B, 


pour  lequel  l'exposant  du  dénominateur  est  le  plus  grand,  ou,  s'il  y 
en  a  plusieurs  de  même  exposant,  le  groupe  des  termes  correspondant  à 
l'exposant  le  plus  élevé. 

Tout  ce  qui  précède  est,  on  le  voit,  un  corollaire  des  beaux  résultats 
que  cette  partie  de  l'Analyse  doit  à  Cauchy.  De  même  que,  |iourdis- 
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Ciller  la  convergence  d'une  série,  il  faut  reconnaître  quels  sont  les 
points  de  disconlinuilé  de  la  fonction  qu't  lie  dévelo[>pe,  de  même  ici 
la  recherche  de  la  partie  principale  des  coefficients  de  la  série  dépend 
de  la  manière  dont  la  fonction  devient  infinie  sur  le  cercle  de  conver- 
gence. 

J'examinerai  maintenant  le  cas  où  la  fonction  admet  sur  le  cercle  de 
convergence  une  discontinuité  analogue  à  celle  des  radicaux  algé- 
briques. Supposons  que,  a  étant  la  valeur  de  s  à  laquelle  correspond 
cette  discontinuité,  on  ait 

(7)  y(=)  =  (--a)*?(z)  +  ^(z). 

Ç3  et  ij;  désignant  des  fonctions  développables  suivant  les  puissances 
entières  de  s  —  a  et  A"  im  nombre  fractionnaire  positij  ou  négatif.  En 
développant  ^[z]  suivant  les  puissances  de  z  —  c,  on  pourra  écrire 

9^zi  =  o{a]  4-  (s  -  a'(p'(a)  +  . . .  +  (s  -  a)''-'  ^  ;^" '"'_  ^  +  (^  -  «'/^(z), 

7^[z)  étant  de  même  nature  que  çi  (2),  et  par  suite 

/(z)  =  o{a.){z-aY+o'[a){z-oLY^'... 

égalité  que  l'on  pourra  écrire 

(8)  /(z)-U,=  (z-«r*^(-.)  +  cj.(z), 
en  posant,  pour  abréger, 

Up--^?(«)(5-afH-9'(a)(z  -  a)^"*"'  ^  ...  +  _?^=iliil_  (z  _  «/+*-'. 

Dans  la  formule  (8),  les  deux  membres  sont  deux  expressions  diffé- 
rentes d'une  même  fonction.  Si  l'on  développe  U^  suivant  les  puis- 
sances de  z  en  une  série 

u^  =  2«;,z", 

Jourii.  de  Math.  (3"  série),  tome  IV.  —  Janvier  1878.  O 
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le  développement  de  celte  fonction  sera 

(9)  y(^)-  U„  =  (z  -  «r*^(-^'  +  ^(s)  -  l{a,.-a„rz". 

De  la  première  expression  do  la  fonction y^(r)  —  Up,  il  résulte  que 
ce  développement  sera  convergent  à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  R, 
comme  celui  dey(r),  et  que  d'ailleurs  cette  fonciion  ne  pourra  devenir 
infinie  ou  discontinue  sur  le  cercle  de  convergence  que  pour  r  =  y. 
Si  nous  avons  pris  p  quelconque,  mais  assez  grand  pour  que  p  -+-  k 
soit  positif,  il  ressort  de  la  deuxième  expression  àej [z]  —  Up  que  cette 
fonction  ne  deviendra  pas  infinie  pour  z  =  a,  et  par  conséquent  que 
son  développement  ne  cessera  pas  d'être  convergent  sur  le  cercle- 
limite. 

Posons 

;.  =  Re"", 

la  série  (9) 

(10)  (z  -  a)''-^*z?(z.)  +  6{z)  —  l{a„  -  «'„  j  R"e"'"" 

deviendra  une  série  trigonométrique,  et  il  est  aisé  de  trouver  l'ordre 
de  grandeur  de  ses  coefficients.  Désignons  par  e  le  plus  grand  entier 
contenu  dans  p  -+-  k,  on  aura 

p-hk=c  +/, 
/étant  la  partie  fractionnaire.  La  première  dérivée  de 

qui  deviendra  infinie,  sera  celle  de  Tordre  e  -(-  t,  et  elle  deviendra  in- 
finie de  l'ordre  de 

(z  -  «/-' 

|)our  z  r:^  a,  les  coefficients  de  la  série  (10)  seront  pnr  conséquent, 
d'après  ce  qui  a  été  démonUé,  de  l'ordre  de 


{^ 


-^  ou     (-j         , 
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c'est-à-dire  que  l'on  aura 

(«„-n'„)R«= -4-7, 

h  étant  une  quantité  finie,  quand  n  croît  indéfiniment. 

En  d'autres  termes,  rt^  R"  représente  fi„R"avec  une  approximation  de 

l'ordre  de  —;:^~^-  On  voit  donc  que,  toutes  les  fois  qu'on  prendra  un 

ternie  de  plus  dans  U^,,  c'est-à-dire  qu'on  ajoutera  une  unité  à  p,  on 
aura  un  nouveau  terme  de  la  formule  d'approximation  des  coeffi- 
cients de  la  série  qui  développey(3). 

Il  est  très-facile  de  trouver  l'expression  développée  de  rt'„ .  Si  nous 
nous  reportons  à  l'expression  deU^,  et  que  nous  développions  chaque 
terme  suivant  la  formule  du  binôme,  nous  aurons 


«««;,  =<p(a)(_i)^^'^^' 


-9'(a)(-i) 


I 

ï.  .  .n 

.u('!  + 

\)h...[k- 

rt  + 

I 

(«) 

Ij 

I .2. . . « 

.2 

.  ,W-' 

(<-+/.- 

I)... 

k-^P- 

-A 

..(^■_„+3) 


Le  rapport  de  chacun  des  termes  au  précédent  est  de  l'ordre  de  -•  La 

partie  principale  de  l'expression  approchée  des  coefficients  proviendra 
donc  du  terme  en  ip  («).  Il  est  du  reste  facile  de  reconnaître  l'ordre  de 
chacun  des  termes.  En  effet,  si  l'on  supprime  le  dernier  en  (j)p_,(a), 
c'est-à-dire  si  l'on  change  p  en  p —  i,  l'erreur  commise  sur  «„a",  en 

prenant  «'„«"  qui  était  de  l'ordre  de  — rj^^  deviendra  de  l'ordre  de  — ^• 

Donc  le  dernier  terme  en  (pp_,  f«)  est  précisément  de  ce  dernier  ordre, 

et  par  conséquent  le  premier  en  '^  (a)  est  de  l'ordre  de  -^  •  C'est  du 

reste  ce  qu'on  établirait  aussi  en  substituant  aux  factorielles  leurs  ex- 
pressions approchées. 

De  tout  ce  qui  précède  résulte  le  théorème  suivant  : 

Si  sur  le  cercle  de  convergence  la  fonction  J [z]  devient  discontinue 

3., 
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à  la  manière  des  radicaux  algébriques,  et  que  l'on  ait 

/(z)  =  (r-«)*9(z)4-(|;(z), 

(f  et  1^  étant  deux  Jonctions  développahles  suivant  les  puissances  de 
z  —  V.,  la  partie  principale  des  cocjlicients  de  J{z)  s'obtiendra  en  sub- 
stituant au  développement  de  cette  jonction  celui  de 

9(«)(z-a/; 

si  Von  veut  obtenir  une  approximation  plus  grande,  on  remplacera 

f[z)  par 

l  erreur  commise  étant  toujours  de  l'ordre  du  dernier  tenue  ajouté 
dans  l'expression  approchée,  multiplié  par  -  ■ 

Il  est  clair  que  si,  sur  le  cercle  de  convergence,  il  y  a  plusieurs 
points  (Je  la  nature  précédente,  il  faudra  les  examiner  séparément  et 
réiuiir  les  termes  provenant  de  chacun  d'eux. 


II. 


Appliquons    les    propositions   précédentes    à   la    fonction    X„    de 
Legemlre,  qui  naît  du  développement 

Il"X,„ 


\/l—  itx  -h  f 


et  supposons  d'abord  la  variable  .r  réelle  et  comprise  entre  —  i  et  -t-  i . 
Posons  X  =  c(JS'j/,  la  fonction  précédente  devient  infinie  de  l'ordre  i 
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pour  t  =  e'',  l  =^  e~"^  ;  car  on  a 


En  appliquant  les  règles  données,  on  voil  que,  pour  avoir  l'expres- 
sion approchée  de  X„,  il  suffira  de  substituer  à  la  fonction  proposée  la 
somme  des  deux  termes 


\/{i  —  le'^){i  —  e-"'i)         v^(i  — r«-'?)  (i  — e"'?) 

que  l'on  développe  très-facilement  suivnnt  les  puissances  de  <;  on  aura 
ainsi 

1.3.5...    ■?.n- 


x„  ^ 


2.4.6  . 


"        \\i — e~'-''         \J i — k"?  _, 


OU,  en  réduisant  et  remplaçant  le  facteur  numérique  par  son  expres- 
sion approchée  -^=5 


l'erreur  commise  étant  de  l'ordre  de — =.    C'est  l'expression  connue 

de  Laplace. 

La  même  méthode  s'applique  au  cas  où  x  est  plus  grand  que  1  ou 
imaginaire.  Posons,  en  effet, 


et  choisissons  le  signe  du  radical,  de  telle  manière  que  le  module  de  B 
soit  plus  grand  que  i.  Cela  est  possible  dans  le  cas  actuel.  En  effet, 
aux  deux  déterminations  du  radical  correspondent  pour  |  deux  va- 
leurs dont  le  produit  est  l'unité,  et  ces  valeurs  n'ont  l'unité  pour  mo- 
dule que  si  or  est  compris  entre  — i  et  -!-i.  Dans  tous  les  autres  cas, 
l'une  d'elles  a  un  module  supérieur  à  l'unité.  Ce  module  est  même 
susceptible  d'une  représentation  géométrique  élégante.  C'est  la  somme 
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des  deux  demi-axes  de  l'ellipse  ayant  pour  foyers   les  deux  points 
1,-1  et  passant  par  le  point  .r. 

La  plus  petite  valeur  de  t  qui  annule  \  i  —  2<,r+^-est  -•  L'expres- 
sion -      -       —  sera  donc  développable  en  série  convergente,  tant 

\fl  —  2  tx-r-  t' 

que  le  module  de  t  sera  inférieur  ou  égal  à  -  sur  le  cercle  de  conver- 
gence; elle  deviendra  infinie  pour  /  =  -  et  comme  le  terme  simple 


v(i- '?)(•-?-=) 


La  partie  principale  de  — "  sera  donc  le  coefficient  de  t"  dans  le  dévelop- 
pement de  ce  terme  suivant  les  puissances  de  t,  et  l'on  aura 

p  demeurant  une  quantité  finie  lorsque,  2  restant  fixe.  ?i  croît  indéfini- 
ment. 

.  La  même  méthode  s'applique  aux  polynômes  très-importants  qui 
naissent  de  la  série  hypergéométrique,  et  qui  ont  été  considérés  par 
Jacobi  dans  un  travail  posthume,  inséré  au  tome  56  du  Journal  de 
Crelle,  et  par  M.  Tchebychef,  dans  un  Mémoire  de  1 86g  (Académie  de 
Saint-Pétersbourg).  On  sait  que  la  série  hypergéométrique  est  définie 
par  l'équation 

'      '        '  i.y  1.2       7(7-1-1 


[a-\-p-i]   p...(p+^_,) 


1.7...   p  y-'-in-^p-t] 


a''^-, 


Elle  se  termine  si  l'un  des  éléments  x,  /3  qui  y  entrent  symétriquement 
est  un  nombre  entier  négatif.  Jacobi  donne,  pour  les  polvnômes  qu'on 
obtient  ainsi,  l'expression  élégante 

(i3)  X„=F(«+«,-//,y,.r)=-.       •^"'.'' ~-^'~°     ,  ^^  a«-v-'  (i  -x)»-"-v. 
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li  en  fait  connaître  une  fonction  génératrice  qui  a  été  aussi  employée 
par  M.  Tchebychef.  On  a,  en  remplaçant,  pour  abréger,  i  —  2X  pars, 


-ï(l  — J-)ï-°ff— I+/"l  — 9.fe  +  <')'^     '{l-ht—yt  —  0.tZ-ht')'     '  _   TT 


:'4) 


f  2?)"-'  v'i  —  J.tZ-\-C'' 


7  +  n  —  1 


l"X„ 


Or  supposons  jc  comprise  entre  zéro  et  i,  et  posons  x  =  sin-çi.  Le 
premier  meml)re  est  développable  en  série  convergente,  tant  que  le 
module  de  t  est  inférieur  à  l'unité,  et  il  devient  infini  de  l'ordre  i  pour 
deux  points  du  cercle  de  convergence  correspondant  aux  valeurs 
t  =  e^'°,  t  =  e~^"^.  Appliquons  la  règle  de  l'article  précédent.  On  aura 
les  valeurs  approchées  des  coefficients  de  la  série  en  substituant  à  H  la 
somme  du  terme 

j:'-t(i  —  x  Yi-'  I  e">  —  I  ]i->  (  (?"■?  + 1  )«-T 


(  2  e-'?  )""  V(  1  —  te-''9  )  (  I  —  e^""î  ) 

correspondant  au  premier  infini,  et  du  terme  A'  correspondant  au 
second  infini,  que  l'on  déduit  du  précédent  en  y  changeant  i  en  —  /. 
Le  développement  de  ces  deux  termes  suivant  les  puissances  de  t  s'ef- 
fectue sans  difficulté  par  la  formule  du  binôme,  et  l'on  obtient  l'ex- 
pression approchée  du  coefficient  de  t", 

y  (y  -{-  i) .  .  .  [y  -t-  n  —  i)  .        -—  /  •/  —  '-<  —  -1.3.5. ..2/z  —  i 

-^ ■ — ^X„  =  suio-       costs  ^ , 

1-2.  .  .ri  '  '  2.4.  ■  -2« 


X  cos    {271  +  (z)  y  —  y  (27  ~  j)     -f-  -^ 


1\J  I. 

et,  en  remplaçant  les  factorielles  par  leurs  expressions  approchées, 


X,;  = -^-?r^  « ^       smy^       cos  «3 
(.5)  'l' 


j  cos\i2/i -h  a)  f —  j{2y  —  i)\  -h —-■> 

expression  qui  comprend  cotnme  cas  particulier  celle  qui  a  été  donnée 
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j)()iir  1(  s  polynômes  de  Lcgendre.  Les  dérivées  des  polynômes  géné- 
raux X„  étant  encore  des  séries  liypergéométriques,  on  s'assurera  aisé- 
ment que  ces  expressions  ap[)rocliées  peuvent  être  difïérentiées  jusqu'à 
un  ordre  quelconque,  mais  fixe  quand  «  croîtra;  nous  avons  utilisé 
celte  propriété  dans  notre  Mémoire  Sur  les  Jonctions  de  deux  angles  ^  etc. 
{Journal  de  M.  Liumnlle,  2"  série,  t.  XIX),  pour  obtenir  les  expressions 
ap|/rochées  des  dérivées  des  polynômes  de  Legendre. 

Si  la  variable  x  est  imaginaire  ou  n'est  pas  comprise  entre  zéro  et  i , 
nous  poserons  encore 


z  =  I  —  2.r,     2  +  \  :-  —  I  =  ç  =  I  —  ix  -\-  v'4 X"  —  l\x , 

le  signe  du  radical  étant  déterminé  par  la  condilion  que  le  module 
de  £  soit  supérieur  à  l'unité.  Le  développement  de  H  sera  convergent 

tant  que  le  module  de  t  ne  dépassera  pas  -•  Sur  le  cercle  de  conver- 
gence, H  aura  un  seul  infini  correspondant  à  la  valeur  /  =  -;  en  sub- 
stituant donc  à  H  le  terme  unique 

^.-T  ( ,  _ a:)T-  (  I  -g)T-[l  +  |)'-r 


2.-.  y/(,_Ç-2)(,_,|) 

et  développant  suivant  les  puissances  de  ?,  on  sera  conduit  pour  X„  à 
'l'expression  approchée 

116)  X„=Lil]„2       ■''2«-<(i   _S-<)^      ■•'(,+$-')■•'       "       ■■:, 

expression  qui  se  réduit  bien  à  celle  que  nous  avons  obtenue  pour  les 
polynômes  de  Legendre  quand  on  y  fait  a  =  7  ~  1 .  Lile  est,  on  le  \  oit, 
de  la  forme 

(17)       X„  =  y(S)«^     '^«(,+j),     2  =  i-2.r  +  v4^'''^^^, 

o  ;Ç)  désignant  luic  fonction  indépendante  de  n  et  £  une  quantité  de 
l'ordre  de  -• 
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III. 


Avant  de  conliinier  l'étude  des  polynômes  précédents,  nous  allons 
montrer  que  la  méthode  que  nous  avons  proposée  s'applique  à  la 
plupart  des  exemples  traités  par  Laplace  et  nous  nous  proposerons 
d'abord  de  trouver  l'expression  approchée,  pour  n  très-grand,  de  la 
dérivée  n''"^"  de  l'expression  (i  —  x-)~°'.  Cette  dérivée,  divisée  par 
r  (fi  +  i),  est  le  coefficient  de  i"  dans  le  développement  de 

[i-{oc  +  tY]-% 

suivant  les  puissances  de  t.  Or  ce  développement  sera  évidemment 
convergent  tant  que  le  module  de  t  sera  inférieur  au  pins  petit  des 
modules  des  binômes  i  —  jc,  i  -h  x.  Supposons  d'abord  que  ces  deux 
derniers  modules  ne  soient  pas  égaux  et  que  le  plus  petit  soit  celui  de 
I  —  Jc.  L'expression  précédente  pouvant  s'écrire 

[i  —  a-  —ty^i  -\-x-hty^, 

pour  avoir  l'expression  approchée  des  coefficients  des  puissances  de  f 
dans  son  développement,  il  faudra,  d'après  la  règle  donnée,  la  rem- 
placer par  le  ternie  simjde 


qu'on  obtient  en  remplncant  «  par  i  ~  x  dans  le  second  facteur.  On 
obtient  ainsi 


p  ayant  la  signification  déjà  donnée,  ou,  en  remplaçant  les  factorielles 
par  leurs  expressions  approchées, 


d7" 


Si  l'on  fait  tz  =  ^^  on  retrouve  le  résultat  de  Laplace,  résultat  auquel  ce 
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grand  géomètre  parvient  par  une  analyse  assez  longue,  et  moins  rigou- 
reuse que  la  précédinle. 

Il  nous  reste  à  traiter  le  cas  où  les  modules  de  i  —  x,  i  -f-  .r  sont 
égaux,  c'est-à-dire  où  x  est  de  la  formez/,  celant  réel.  Alors  il  y 
aura  deux  infinis  sur  le  cercle  de  convergence,  et  il  faudra  réunir  au 
terme  précédent  celui  qu'on  obtient  en  changeant  dans  l'équation 
.r  en  —  jc.  On  a  ainsi 


(f 


I  --a        i"\'''      7«V-"v'7r  r  I  ,         (— '■"       1 


On  voit  que,  si  Ton  change  x  en  /x,  on  aura,  pour  toutes  les  valeurs 
réelles  de  x, 

La  méthode  s'applique  sans  modification  au  produit  suivant  : 

(.r  —  a^)'"'  {x  —  flo','"'. . .  (x  —  <•//,)'"'', 

et,  sans  qu'd  soit  nécessaire  d'insister,  on  voit  que  l'on  sera  conduit  .1 
la  formule  suivante  : 

(18)  ^;,  x  —  rt, )'"'.. .(x  —  r7/''/'  =  (fl,  —  a2)'"...(rt,  -aj,fp'~X^-a,  '    . 

où  a,  désigne  celle  des  quantités  ri,, ... ,  a^  la  plus  rapprochée  de  x. 
S'il  existe  plusieurs  racines  également  rapprochées,  ou  prendra  celle 
qui  correspond  à  l'exposant  le  plus  petit.  S'il  y  en  a  plusieurs  égale- 
uïent  rapprochées  de  x  avec  le  même  exposant,  il  faudra  faire  la 
somme  des  termes  que  l'équation  (18)  doimerait  pour  chacune  d'elles. 
Du  reste,  ces  résultats  |)ourraienl  se  justifier,  quoique  d'une  manière 
moins  simple,  par  rapjjiication  de  la  règle  de  Leibnilz  relative  à  I.'. 
différentiation  d'un  produit,  et  ils  sont  pleinement  confirmés  parce 
que  l'on  sait  sur  les  dérivées  des  fractions  rationnelles. 

Nous  allons  maintenant  examiner  une  question  tout  à  fait  nouvelle 
et  chercher  comiiu  nf  on  j)eut  déterminer  l'expression  approchée  du 
terme  général  de  la  série  de  Lngrangc:. 
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Soit 
une  équation  définissant  j  en  fonction  de  Jc  et  de  t.  On  aura 

(-)  >(^) .S  =  -F(^  ;£?"(-)/(-)• 

La  série  sera  convergente  tant  que  t  sera  inférieur  au  plus  petit  des 
tnoilules  pour  lesquels  la  racine  qu'on  développe  cesse  d'être  uniforme. 
Supposons,  comme  cela  a  lieu  dans  le  plus  grand  nombre  des  cas,  que 
la  convergence  cesse  parce  que  la  racine  devient  double.  Supposons 
que,  pour  t  —  h,  j  devienne  égal  à  ^  et  racine  double.  On  aura 

:2i)  j3  =z^ -t-A9(/3),     i=/«9'(|3). 

Pour  avoir  l'txpression  approchée  de  j  dans  le  voisinage  de  [i, 
posons 

(2-2)  jr=p  +  r.,     t  =  h-i-u, 

z  ei  n  étant  infiniment  petites.  Substituons  ces  valeurs  dans  l'équation 
proposée,  et  développons  en  série,  nous  aurons,  en  nous  bornant  au 
premier  terme, 

_      3«<p(P) 
djr  I  I 


d'où,  en  substituant  et   remplaçant  n  par  t  —  h  et   h  par   sa  valeur 
déduite  de^  formules 

Ainsi  la  fonction  qu'on  développe  devient   infinie  de  l'ordre-  sur  le 

cercle  de  convergence.  En  la  réduisant  au  terme  précédent,  que  l'on 
développera  suivant  les  puissances  de  t,  on  aura  la  partie  principale 

4- 
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de  chaque  coefficient.  On  trouve  ainsi 

'/"    r,«/„N/v„M_''3-5...:'.»-i/(p)?'"-^-lfi 


r[n-^i]dx-^-^  ^^'J"--'^-       2.4. ..n«       ^: 


2?lP)?     It 


on  bien 


Si  dans  cette  formule  on  change  n  en  n  —  p,J{x)  en  J'{x)  (pP{:x-), 


on  :i 


'''-'  r..nf^^  fi^v.  _  /(P)   9MP)?'°-^"'(P) 


Si,  en  particulier,  on  fait/;  =  i ,  on  a  le  terme  général  de  la  série  que 

dr 

développe  non  \\W\s, f  [j) —-,  maisy(>'). 

Ces  formules,  qui  sont  nouvelles,  me  paraissent  intéressantes  en  ce 
qu'elles  font  dé|)endre  l'expression  approchée  d'une  fonction  de  x 
des  valeurs  d'une  fonction  d'une  autre  variable  p. 

Si,  quand  la  variable  <  atteint  le  module  /i,il  pouvaity  avoir  plusieurs 
valeurs  de  t  pour  lesquelles  la  racine  qu'on  développe  devient  égale  à 
une  autre,  il  faudrait  faire  entrer  en  considération  plusieurs  termes 
semblables  à  ceux  que  donne  la  formule  (20). 

C'est  ce  qui  arrive  notamment  si,  (^{x)  et  x  étant  réels,  p  est  imagi- 
naire; car  su|)posons  que,  lorsque  t  tend  vers  une  valeur//,  la  racine 
qu'on  développe  tende  vers  la  racine  double  |3.  Lorsque  t  tendra  vers 
la  valeur  h'  conjuguée  de  h,  la  racine^  tendra  vers  la  racine  j3'  double 
et  conjuguée  de  /5.  Il  faudra  donc  ajouter  au  terme  que  donnent  les 
formules  (aS),  (24)  le  terme  imaginaire  conjugué,  c'est-à-dire  prendre 
le  double  de  la  partie  réelle  de  ce  terme. 

Laplace  a  déjà  traité  par  une  méthode  spéciale  l'équation 

Il  —  e  siuM  =  'Ç, 
que  l'on  rencontre  dans  la  théorie  des  planètes. 
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Une  (les  applications  principales  que  Laplace  traite  dans  cette  théorie 
de  l'approximation  des  fonctions  de  très-grands  noaibres  consiste  dans 
la  solution  de  la  question  suivante  :  Trouver  l'expression  aj'prochée  de 

/  n'  u"'  u"^"  ,  . .  •/  [oc]  dx 

lorsque  les  exposants  s,  s',  ...  sont  très-grands,  u,  u,  u",  ...,J{.x-) 
désignant  des  fonctions  continues  quelconques  de  jc.  Les  exposants  s, 
s',  s"  peuvent  être  niis  sons  la  forme  an  +  /3,  où  «  et  /?  sont  finis  et 
où  n  est  un  entier  qui  seul  sera  supposé  très-grand.  On  voit  que  l'on 
aura  à  chercher  la  limite  d'une  expression  de  la  forme 


f  „  =    /     o"[x)J[x)dx, 


n  étant  entier. 

On  peut  trouver  beaucoup  de  développements  dont  les  coefticients 
contiennent  les  intégrales  précédentes.  Par  exemple,  si  l'on  considère 
une  fonction  7:0  [x]  développable  suivant  la  formule  de  Muclaurin 


j: 


Zô  (x)   =:  «0 


^  [t'i  {^)]J\x)  (f-X  =  fl(,  ''n   -t-  rt,  (',  f  -h  ...   +  rt„  ('„  i"  +■   .... 


Nous  choisirons  une  fonction  particulière  et  nous  étudierons  le  dé- 
veloppement 

r*     /(z)  dx       _  ^,  1.3.5  ...  9./^-l 

D'après  la  formule  de  Wallis,  l'expression  approchée  du  développe- 

I 
ment  de  i,'„t"  est  "=■ 

SJTzn 

Supposons,  pour  traiter  le  cas  le  plu_s  important,  que  la  fonction 
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'j(a)  ait  un  ou  plusieurs  niaxiina  et  que  sa  plus  grande  valeur  ab- 
solue ne  corresponde  pas  à  une  des  limites  do  l'intégrale.  Supposons 
que  celte  valeur  soit  atteinte  une  seule  fois  pour  a- =  a.  S'il  n'en  était 
ainsi,  on  décomposerait  l'intégrale  en  plusieurs  autres  jouissant  de 
cette  propriété.  La  série 

v/i  —t<i\x)  2-4  ••  -2"        ^  ^  ' 

sera  convergente  dans  les  limites  de  l'intégration  tant  que  to[a.)  aura 
un  module  plus  petit  que  l'unité.  Multiplions  par^  (.r.)  dx  et  intégrons, 
nous  retrouverons  la  formule  (26),  et  nous  voyons  que  le  développe- 
ment en  série  sera  convergent  toutes  les  fois  que  .'  sera  inférieur  en 

valeur  absolue  à  — ?•  Voyous  comment  linlécrale  devient  infinie  pour 

o  (ai  "  <-  ' 

A  cet  effet,  considérons  la  différence  entre  cette  intégrale  et  la  sui- 
vante : 

.*  /(a)  dx       


// 


2  y  (a) 


En  se  rappelant  que  y  (a)  est  un  maximiun  et  que,  par  conséquent, 
9' (aj  est  nul,  on   verra  facilement   que  la   différence  des   deux  inté- 

.erales  demeure  finie,  même  pour  t  =  ^—-  En  effet,  la  différence  des 

éléments  correspondants  peut  alors  s'écrire 

f[x)dx  f[t>.)dc 


\J'-%  i'-V-S? 


<t  en  réduisant  celte  différence  de  deux  fractions  à  xni  dénominateur 
commun  ou  recoiniaîtra  sans  peine  qu'elle  reste  finie  pour 
a:  =  a.  Ainsi  l'intégrale  (26)  devient  infinie  comme  l'intégrale  plus 
simple 


/' 


V'' 


'?(«) 


J 
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et,  par  conséquent,  on  aura  la  partie  principale  des  coefficients  de  la 
série  (26)  en  remplaçant  l'intégrale  du  premier  membre  par  le  terme 
précédent.  Comme  d'ailleurs  l'intégrale  précédente  est  la  somme  de  trois 
autres  prises  entre  les  limites  suivantes  : 


et  que  la  première  et  la  troisième  de  ces  intégrales  demeurent  toujours 
finies,  on  pourra  se  borner,  pour  simplifier  l'écriture,  à  la  seconde, 
où  h  sera  supposé  fixe,  mais  aussi  petit  qu'on  le  voudra.  Celte  inté- 
grale a  pour  valeur 

/l'a:  ,  A/i  +  \/l  —  toi  a)  +  A' h' 

~ \Og    7 

A         °  _  A/;  4-  v/i  -  tfU)  -+-  A^/r- 
où  l'on  a  posé,  pour  abréger, 

V      2,f(a) 

A  sera  une  quantité  réelle,  puisque  pour  tout  maximum  en  valeur  ab- 
solue ola)  et  çi"(a)  sont  de  signes  contraires.  Si  t  tend  vers  — r^»   le 

dénominateurde  la  quantité  placée  sous  le  signe  logarithmique  devient 

nul.  En  multipliant  parla  quantité  conjuguée,  on  a 

^"~f  'og  [^^  +  s/i  -  «?(«)-+- A^T^]  --^  log  [i  -  fo  (a)]. 

La  première  partie  de  cette  expression  demeure  finie,  et  il  nous  suffira 
de  considérer  la  seconde 


-/-^ 


log[i  -  to{a)]  =  -/(«)  yZ—^log  [i  -  «9(a)]. 

En  la  développant  suivant  les  puissances  de  f,  et  prenant  le  coeffi- 
cient de  l",  nous  aurons  l'expression  apj>iochée  des  coefficients  de  la 
formule  (a6) 


.3.5  ...  2«  —   I  ./;■/    N  f"  1='^  ,    / —  20. 'y.)  ,  , 
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OU,  en  remplaçant  la  factorielle  du  premier  membre  par  son  expression 
approchée, 

(  '7  ^  *'" = X*->^^^"^  '^"  ^""^  ^-^ = v/^-^  ^*)  ?"  (^)  \/^7^  ( •  -^  ^'^  • 

C'est  la  formule  de  Lapiace.  Elle  est  établie  en  toute  rigueur  et  ne 
suppose  rien  sur  la  nature  de^ (:r),  qui  peut  être  réelle  ou  imaginaire. 

Ou  peut  encore  obtenir  le  même  résultat  par  la  considération  de 
l'intégrale  plus  simple 

Remarquons  d'abord  que,  si  on  la  décompose  en  trois 

la  première  et  la  troisième  diMueurent  rimes  pour  t  =-  ——■>   et  tout  se 

borne  à  la  considération  de  la  seconde,  où  h  est  fixe,  mais  pris  aussi 
petit  qu'on  le  veut.   Ainsi  nous  avons  à  rechercher  une  évaluation  ap- 
.  prochée  de 

Posons 

1  —  ^9  (a;  :=  ir ,     x  —  a=  uz, 

cette  intégrale  deviendra 

A 

///"(a  +«2)  dz 


L 


If  (a  +  uz) 


■ix) 

En  développant  l'élément  suivant  les  puissances  de  u  et  nous  bor- 
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liant  aux  deux  premiers  termes,  nous  trouvons 


et  il  serait  facile  de  prouver,  comme  dans  la  méthode  précédente,  que 
la  différence  entre  l'intégrale  proposée  et  la  somme  des  deux  précé- 
dentes demeure  finie,  même  pour  t  =  — r-  La  première  devenant  in- 

f  [a)  r 

finie  d'un  ordre  supérieur,  nous  pouvons  négliger  l'autre,  et  le  calcul 
de  cette  première  intégrale  nous  donne 


?./ia)       /—  2o(a)  //       /— (p"(al 

u       V       ç"  (a)  *^«  V      2ç(a) 

OU,  pour  U  suffisamment  petit, 


Le  développement  de  ce  terme  suivant  les  puissances  de  t  conduit 
au  même  résultat  que  la  première  mélhode.  Nous  voyons  d'ailleurs 
comment,  en  continuant  le  développement  suivant  les  puissances  de 
M,  nous  aurons  autant  de  termes  qu'on  le  voudra  de  l'expression  ap- 
prochée. 

Il  est  à  remarquer  que  la  formule  (27),  établie  pour  n  entier,  s'ap- 
plique au  cas  de  n  fractionnaire.  En  effet,  soit  n'  la  partie  entière  de« 
et  posons  n  =  n'  4-  /t,  on  aura 


En  remplaçanty(j:)  pary(x)(p*(.r),  et  remarquant  qu'il  est  indif- 
férent de  mettre  ii'  ou  ti  en  dénominateur  dans  le  second  membre, 
nous  retrouverons  la  formule  (27),  étendue  au  cas  de  n  fractionnaire. 

Laplace  fait  un  grand  nombre  d'applications  de  cette  foruuile.  Nous 
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indiquerons  seulement  la  suivante.  Prenons 

Le  maximum  de  o  [x)  a  lieu  pour  jc  =  i ,  et  nous  aurons 

r'  jc"^-'  €-"■'■  dx  =  î^^,-^  =  J\  e"'  yjl 
ou 
^28)  r ( n  -+-  «)  --  \f2n  e-" n"-'- ^' . 

C'est  l'expression  approchée  de  Slirling,  La  présence  de  l'arbitraire 
a  que  nous  y  laissons  est  très-commode  pour  les  applications. 

Nous  avons  fait  usage  plusieurs  fois  déjà  do  cette  expression  appro- 
chée pour  réduire  les  factorielles  ;  mais  remarquons  que  nous  aurions 
pu  commencer  par  cette  application  et  que  nous  ne  nous  appuyons 

que  sur  le  résultat 

1 . 3 . 5 ...  9.  «  —  i  I 

2.4.  .  in  '~   ^-7/ 

déduit  de  la  formule  de  Wallis.  Nous  aurions  même  pu  ne  pas  l'ad- 
mettre et  le  déduire  de  la  comparaison  entre  les  deux  résultats  fournis 
par  les  deux  méthodes  que  nous  avons  données  successivement,  mais 
cela  n'a  pas  d'importance. 

Avec  des  modifications  convenables,  la  méthode  précédente  s'étend 
aux  intégrales  prises  entre  des  limites  imaginaires  ou  pour  lesquelles 
9  [x)  est  imaginaire.  Reprenons  le  développement 


j# 


f[-^)d.> 


-  1 


V/l— t?(x)  2.4.6.  ..2«  "       ■• 

oùy  (x)  et  (p  (x)  sont  maintenant  des  fonctions  imaginaires  définies 
dans  une  certaine  région  du  plan. 

Si  l'intégrale  est  prise  entre  deux  points  A  et  B,  la  série 

\/l  —  t<f[.r)  2,4.b...2«  ■      ^ 

sera  convergente  tant  que  /  ç:(.r)  aura  un  module  plus  petit  que  l'unité. 
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Si  cette  condition  est  réalisée  dans  toute  l'étendue  de  la  ligne  d'inté- 
gration, on  pourra  multiplier  p^rj\jc)djc  et  intégrer;  la  série  (ag) 
sera  convergente.  Il  suffit  donc,  pour  que  la  convergence  de  cette 
série  soit  assurée,  que  t  soit  inférieur  à  l'inverse  du  module  maximum 
de  (p{x)  sur  la  ligne  d'intégration. 

Imaginons  maintenant  que  l'on  considère  toutes  les  lignes  d'intégra- 
tion pour  lesquelles  l'intégrale  conserve  la  même  valeur.  Il  est  clair 
que  la  ligne  la  plus  avantageuse  sera  celle  pour  laquelle  le  module 
maximum  sera  le  plus  petit,  car  celle  ligne  donnera  la  plus  grande 
valeur  de  t  poiu-  laquelle  on  sera  assuré  que  la  série  demeure  conver- 
gente. Ainsi  il  faut  chercher,  parmi  toutes  les  lignes  possibles  d'inté- 
gration, celle  pour  laquelle  le  module  maximum  sera  le  plus  petit,  c'est- 
à-dire  celle  pour  laquelle  le  module  sera  un  minimum  maximorum. 

L'étude  des  modules  jouissant  de  propriétés  analogues  a  été  faite  à 
propos  de  la  série  de  Lagrange,  et  l'on  sait  que,  s'il  en  existe,  les 
valeurs  de  x  qui  les  donnent  satisfont  à  l'équation 


Supposons  donc,  en  nous  plaçant  dans  cette  hypothèse,  que  la  ligne 
d'intégration  passe  par  le  point  a,  pour  lequel  on  a 

<p'(a)  =  o,     mod.  ç(a)  minimum  maximorum. 

Alors  les  raisonnements  faits  dans  le  cas  des  variables  réelles  subsistent 
entièrement.  Si  l'on  suit  une  ligne  d'intégration  passant  par  le  point  a, 

l'intégrale  demeure  finie  tant  que  le  module  de  t  est  inférieur  à » 

et  elle  ne  devient  infinie  que  si  l'on  a  ^  =  — -;  alors  elle  devient  in- 

©la) 

finie  comme  l'intégrale  plus  simple 

/U]dr 


2?(«) 


On  est  donc  conduit  à  la  même  règle  que  dans  le  cas  des  variables 
réelles.  Ija  formule  (27)  s'applique  encore  aux  intégrales  imaginaires 
ainsi  considérées,  pourvu  que  les  conditions  supposées  sur  la  ligne 
d'intégration  puissent  être  remplies. 

5.. 
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Appliquons  ces  considérations  giMiérales  ù  l'étiule  de  l'intégrale 
où  )-  e\J[cc)  peuvent  être  imaginaires.  On  a  ici 


?v^i 


J  I  I  X  ; 


L'équation  qni  donne  «  est  la  suivante  : 


et  l'on  en  déduit 


a  a  —  I  a  — jr 


a=--J±\^j'- J- 


Construisons  les  points  correspondants  aux  deux  racines  de  cette 
équation. 


Si  nous  représentons  sur  le  plan  les  points  o,  1,7  qui  correspondent 
aux  valeurs  o,  i  ,^  de  la  variable  complexe,  on  prendra  sur  la  bissec- 
trice de  l'angle  oy  i  deux  longueurs  égales  >'«,  yoc',  moyennes pro|)or- 
lionuelles  entre  les  deux  rayons  oj,  y  i .  Les  points  a,  «'ainsi  obtenus 
représentent  les  deux  racines  de  l'équation  qui  détermine  «.  Représen- 
tons, pour  plus  de  netteté,  les  courbes  d'égal  module  de  la  fonction 

X  (i  —  x] 
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Ces  courbes,  pour  de  très-petites  valeurs  du  module,  sont  de  petits 
ovales  décrits  autour  des  points  o,  i.  Ces  ovales  grandissent  avec  le 
module  et  viennent  se  réunir  au  point  a  pour  y  former  une  courbe  à 
point  double;  puis  cette  courbe  continue  à  grandir  jusqu'à  ce  qu'elle 
ail  un  point  double  en  a',  et  ensuite  elle  se  réduit  à  un  ovale  enve- 
loppant le  point  )~,  entouré  lui-niènie  d'un  autre  ovale  grandissant 
indéfiniment  à  mesure  que  la  première  se  rapproche  du  point  j'.  La 
figure  montre  que  le  module  minimum  niaximorum,  pour  toutes  les 
lignes  d'intégration  allant  du  point  o  au  point  i,  corres[)ond  au 
point  a.  Nous  pouvons  maintenant  appliquer  la  formule  (27). 
On  verra  sans  peine  que,  si  l'on  pose 

s=  I  —  27  -h  v4;-— 47, 

le  signe  du  radical  étant  pris  de  telle  manière  que  le  module  soit  plus 
grand  que  i,  on  a 


4 
On  aura  donc  pour  n  ti  ès-grand 

Prenons,  par  exemple, 


et  nous  trouverons 


l 


{x  —  j)"+' 


Nous  aurons  à  faire  usage  de  celle  formule. 
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Jusqu'ici  nous  n'avons  recherclié  que  les  premiers  tenues  des  ex- 
pressions approchées.  Nous  allons  maintenant  appliquer  le  théorème 
donné  à  la  fin  de  l'article  1",  ])our  obtenir  différentes  formules  d'ap- 
proximation indéfinie.  Rappelons  on  quelques  mots  l'énoncé  de  ce 
théorème.  Si  une  fonctiony  (z)  esl  développable  en  une  série 

/(s)  =  n„  -i-  o,z-i-  . ..  , 

convergente  dans  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  R  et  que  la  série 
cesse  d'être  convergente,  parce  que  la  fonction  présente  sur  le  cercle 
limite  une  ou  plusieurs  disconlinuilés,  telle  que  pour  l'une  quelconque 
d'entre  elles,  ayant  lieu  au  |)oiut  «,  ou  ait 

/(z)  =  (z-«/9(z)H-+(z), 

9  et  (j^  étant  des  fonctions  développables  suivant  les  puissances  de  z  —  «, 
on  aura  l'expression  approchée  de  ses  coefficients  en  substituant  à  la 
fbnctiony  (z)  la  somme 

étendue  à  tous  les  points  de  discontinuité,  en  développant  chacun  des 
termes  de  celte  somme  suivant  les  puissances  dez  et  rangeant  par 
ordre  de  grandeur  tous  les  coefficients  ainsi  obtenus.  L'ordre  de  l'erreur 
commise  sera  toujours  celui  du  premier  terme  qu'on  aurait  à  écrire 
si  l'on  voulait  obtenir  une  approximation  plus  grande. 

Appliquons  d'abord  ce  théorème  aux  polynômes  de  l.egcndrc,  et 
pour  cela  considérons  leur  fonction  génératrice 


y/i  —  i.tx 


Supposons  d'abord  x  réel  et  posons  x^^cos».  Sur  le  cercle  de 
convergence  la  fonction  deviendra  infinie  de  l'ordre  -  pour 


t  =  c'>     et     t  —  e-'*. 
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Nous  aurons  ici 

=  (^-e'?)~^(f-e-'?)~^- 


^1  —  2.tX 

En  appliquant  la  proposition  générale  que  nous  venons  de  rappeler, 
substituons  à  la  fonction  les  deux  groupes  de  termes 

s/zisixif         L  aVa'sintp/     '    2.4    \2(sincp/ 

^  '  2.4-      •2/'  \2(Sinç/     J 

\ — 2(Sin!p/  L  2    2fSintp         2.4   \2(siny/  J 

imaginaires  conjugués  et  correspondant  aux  deux  infinis,  si  nous  ef- 
tectuonsensuite  par  la  formule  du  binôme  le  développement  de  chacun 
des  termes  de  la  somme  précédente,  nous  aurons 

/     ,,  I  .  3.5.  .  .272  —    I  1 


2.4.6.  .  .2/2       ^/2  sintp 


(3o)    >'r'°^[("-5)?-i] 


2    2«  —   I  2  Sino 


1.3  1.3 


.4    (2/2-   3)   (2/2  —  5) 


[(-!)-i"] 


La  loi  est  évidente.  I/erreur  commise  est  toujours  de  l'ordre  du  pre- 
mier terme  négligé.  Ainsi,  si  l'on  prend  les  p  premiers  termes,  l'erreur 

sera  de  l'ordre  de  — =• 

Si  X  n'est  pas  compris  entre  —  i  et  +  i  ou  s'il  est  imaginaire,  la 
fonction  génératrice  n'aura,  comme  nous  l'avons  vu,  qu'une  seule  dis- 
continuité sur  le  cercle  de  convergence  et  l'on  trouvera  de  même 

1.3.5. 

i_^3  1.3  t'-<  H 

■^  2.4  (2/2  -  .)  (2/2  -  3)(i-rt  "^"  ■  ■  J' 

^  ayant  la  signification  déjà  indiquée  à  l'article  II. 
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Appliquons  la  même  méthode  à  la  dérivée  déjà  considérée 


qui  est  le  coefficient  multiplié  pir  T{n+  i)  de  i"  dans  le  développe- 
ment de 

[,_(.r +  /)=]•% 

suivant  les  puissances  de  a.  Si  les  modules  ûe  \  —  x,  i  -\-  x  ne  sont 
pas  égaux  et  que  celui  de  i  —  x  soit  le  plus  petit,  nous  avons  vu  que 
la  fonction  précédente  n'a  qu'un  point  de  discontinuité  sur  le  cercle 
de  convergenc  eet,  eu  appliquant  le  théorème  général,  on  trouvera  sans 
peine 

fl",  „.    _  __  y.  !  a  -4-  I  ) ...  (a  4-  «  —  i]   V       ,     a         a  —  I         I  —  X 

f/.r'  ^  '  ^^  —  jt)"*'  L  I    a  -t-  «  —  1        a 

afg+i)  [-A—  i)  (g— 2)  /i  -x\-  H 

1.2        (a  +  rt  —  l]ia-)-« —  2;    \      2       /  J 

Si  les  modules  de  i  —  x,  i  -{-  x  étaient  égaux,  il  faudrait  réunir  aux 
termes  précédents  ceux  qui  eu  proviennent ,  en  y  changeant  x 
en  —  X. 


VI. 


Proposons-nous  de  même  de  rechercher  une  formule  d'approxima- 
tion indéfinie  des  polynômes  de  la  série  hypergéométrique.  Comme 
nous  l'avons  déjà  dit,  on  peut  eu  donner  l'expression  reniarquahie 

X„  =:  F  (a  -f-  n,  —  H,  7,  x)  —        '^'~''''^'  ",  -^x"-^'-v  (i  —  xY^t-^, 
^  '        '        7...J7  +  W—  ij  dx"  ^  '  ' 

analogue  à  celle  que  l'on  doit  à  Oluide  llodrigues  pour  les  |)oIynômes 
de  Legendre  et  qui  conduit  aux  mêmes  conséquences. 
Si  l'on  considère  l'équation  du  second  degré 

(3i)  .  r  =  .^  +  'r('-j), 
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la  formule  de  Lagrange  nous  donnera,  comme  on  sait, 
et,  si  l'on  prend 


on  aura 


OU 


o-'-T  (  I  -  a:\<-^  1^  =  2 — (  -?"-  ^""^'-^  (i  -  JcY^"-^, 


ctx  T  (n  +  \]  tlx" 


(32)       r'-T(i  -  ^u-a^^^"^---'"^"^'" — ^'x^-'(i-a^)«-vrx„. 

^        i         -J  V  -^   '  it.v  I  .  2 ...  «  ^  ' 

En  remplaçant,  dans  le  premier  membre,^,  —  par  leurs  valeurs,  on 

aura  la  fonction  génératrice  considérée  à  l'article  11,  où  nous  avons 
donné  le  principal  terme  de  la  formule  approchée  de  X„. 

Supposons  que  la  variable  a:- ne  soit  pas  réelle  et  comprise  entre  zéro 
et  I,  alors  nous  avons  vu  que,  si  l'on  pose 


1=1—  2JC  +  \jl\x'^  —  /|.r, 

le  signe  du  radical  étant  pris  de  manière  que  le  module  de  S  soit  plus 
grand  que  i,  la  série  (Sa)  est  convergente  tant  que  t  est  inférieur  à 

-■>  et,  sur  le  cercle  de  convergence,  le  premier  membre  de  cette  équation 
admet  une  seule  discontinuité  et  devient  infini  pour  f  =:-•  C'est,  du 

reste,  ce  que  l'on  peut  aussi  conclure  de  la  discussion  de  l'équation  (3i) 
du  second  degré  qui  donne  7". 

D'après  cela,  pour  obtenir  une  approximation  indéfinie  des  coeffi- 
cients de  la  série  (Sa)  et  par  suite  des  polynômes  X„,  la  méthode  gé- 
nérale nous  indique  qu'il  faudra  développer  la  fonction 

suivant  les  puissances  de  ^  —  7»  ou,  ce  qui  est  la   même  chose,  de 

Journ.  de  Math,  {i^  série),  tome  IV.  —  Février  1878.  O 
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I  —  et  en  une  série  qui  sera  de  la  forme 
A. 


s/i  — £/ 


+  A,  +  Aov'i  -  ?<  -^A3(i  —  Bt) 


et  garder  seulement  les  termes  irrationnels;  car  les  autres  ne  donnent 
pas  de  coefficient  pour  i",  n  étant  suffisamment  grand,  et  d'ailleurs 
leur  ensemble  constituera  l'analogue  de  la  fonction  que  nous  avons 
appelée  '^[z]  dans  le  théorème  général. 

Tout  se  réduit   donc   à   développer  j>-i'~'(i — /)"7^  y  suivant    les 

puissances  de  £^  —  i .  Eu  gardant  les  p  premiers  termes  irrationnels  de 
ce  développement  et  en  les  substituant  à  la  fonction  qu'on  développe, 
on  aura  les/?  premiers  termes  de  l'expression  approchée  des  coefficients 
de  la  série  (32). 
Posons 

Et  —  ]  ==  ir, 

et  introduisons  u  à  la  place  de  i  dans  l'équation  qui  définit  } .  Elle 
prendra  la  forme  remarquable 

(33)  j-  x'  =^us/j-{i-r), 

où  l'on  a  posé 


et  qui  se  prête  encore  à  l'application  de  la  formule  de  Lagrange.  Si, 
de  l'équation  (33),  on  lire  -j-71  j'éiant  consiiléré  connue  fouciion  de 
x'  et  de  u,  ou  établira  facilement  l'identité 

(34) 

et  le  premier  membre  de  la  formule  (32)  preiîdra  la  formule 


ÔX          t             i 

0.r 

dx         2«   y/7(T- 

-X)  <^'' 

r      i'  —  r) 


On  voit  que,  y  étant  considéré  comme  défini  par  l'équation  (33),  on 
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peut,  en  menant  à  part  --,  développer  l'expression  précédente  suivant 
la  formule  de  Lagrange,  et  l'on  obtient  ainsi 

■2.U-'  ^         -^  ■  dx' 


l>  3 

IIP  dl'       ,-+■/- 


lu  ^  l    2.  .  .p  dx  I' 


2...p 

,,=0 


OU,  en  remplaçant  x'  par  sa  valeur  x' 


En  égalant  les  coefficients  de  l"  dans  ce  développement  et  dans  la 
formule  (  ^'a),  nous  aurons  le  résultat  cherché.  On  trouve  ainsi,  en 
remplaçant  x  par  sa  valeur  en  fonction  de  |, 


'/(ï  +')■••  (7  +  "  —  '',  y  _   ,^27-2/2  _L   ,^2«-2T2-«-a 


et  ^>  par  ik^ 

j  1 . 2 ...  «        ^      '     ^ 

(      -Z r(2/+.)2.4...2« ^^i/.(?-')  (5  + 


(36) 


A-  +  ^-y-- 


formule  qui  réalise  l'approximation  que  nous  avons  en  vue.  En  écri- 
vant d'abord  les  premiers  termes,  elle  prend  la  forme 


"V-ï--('l-4-  ï-l~;2a-2T2-n-HX-2 


I-r'j-""lI  +  ^ 


r(7+/^)^(l) 

"^  MMâ^-i)(2«  — 3)  rt^^^  ~  '^       "(.?  +  '.'  "••■' 

dont  la  loi  est  évidente. 

On  pourrait  développer  plus  complètement  cette  fornude  en  rem- 

6.. 
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plaçant  les  dérivées  qui  y  sont  indiquées  par  leurs  expressions,  qu'il 
est  facile  d'obtenir.  Nous  nous  contenterons  de  donner  les  deux  pre- 
miers termes  de  la  formule.  On  a  ainsi 

Cil)     l      —    _  (27— ')(a^— 2y-n^  _  i  +  r'  (a?  — i)(ay  —  3) 

^  ''^    '     ~'  4(2«  — i)  I  — r'      8(2/!  — i) 

(2a  —  274-»)(2«  —  27  —  i)  1  —  ?~' 

i  8(2«-i)     :       i  +  r'  "^■■■' 

les  termes  négligés  étant  de  l'ordre  de  —  • 

Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  x  n'est  pas  réel  et 
compris  entre  zéro  et  i  ;  mais  nous  pouvons  passer  des  résultats  obtenus 
à  ceux  qui  se  rapportent  à  ce  dernier  cas.  Alors  la  fonction 


j'-'i^-ir 


ôx 


aura  deux  infinis  sur  le  cercle  de  convergence  correspondant  aux 
valeurs 

el  il  faudra  réunir  les  termes  relatifs  à  ces  deux  infinis.  Si  l'on  posi> 

(38)  X  =  sin-y, 

on  trouve 

Réunir  les  termes  correspondant  aux  deux  valeurs  de  t,  2,  S,~* ,  ce  sera 
donc  prendre  le  double  de  la  partie  réelle  dans  les  formules  (36)  et 
{'i']].On  trouve  ainsi 

/  ■ 

r,7 -+-/j)r(i)X„   .      ..--         «-■/+- 


(39)  \ 


r(7)r(«  +  ij 

[(27  — l)(27  —  3)         ,  ^2a  — 2y  -t-  l)i2a—  27  —  r 

— '    ,    ^      , — ■  colœ  — '-T-, — lang'j, 

L  82/1  —  1  8    2«  —  Il  »' 


X     '-'- 
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pour  l'approximation  du  second  ordre  de  X„,  formule  qui  est  bien 
d'accord,  d'une  part,  avec  la  première  approximation,  d'autre  part, 
avec  le  résultat  obtenu  à  l'article  précédent  pour  les  polynômes  de 
Legenrlre. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  que  la  même  méthode  sera  applicable 
toutes  les  fois  que  l'on  recherchera  une  formule  d'approximation  in- 
définie pour  les  coefficients  de  la  série  de  Lagrange.  Reprenons  l'é- 
quation 

qui  donne 

(40  Ffj)  =  ^^-£-|^,F'(r)'f"(7), 

et  supposons,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  (art.  III),  que  la  conver- 
gence cesse,  parce  que,  sur  le  cercle  limite,  la  racine  j'  qu'on  déve- 
loppe devient  double.  En  appelant  alors  |3  sa  valeur,  on  a 

h  désignant  la  valeur  de  t  pour  laquelle  j-  devient  racine  double  et 
égale  à  |3.  La  méthode  générale  que  nous  avons  suivie  nous  prescrit 
alors  de  développer  la  fonction  F(/)  suivant  les  puissances  de  /  —  h 
ou  de  I  —  ^9'l/3)  et  de  garder  les  seuls  termes  irrationnels.  En  déve- 
loppant ces  termes  irrationnels,  on  aura  les  différents  termes  de  la  for- 
mule d'approximation  indéfinie  des  coefficients  de  la  série  (4i)' Or 
l'équation  (4o)  peut  s'écrire 


(42)  j-/3=  vi-^9'(P)^(j)» 

en  posant 


TlP)-(r-P)?'lPJ' 


et  il  est  facile  de  voir  que  7;^{t)  6st  une  fonction  demeurant  finie  pour 
j-  —  |3.  Si,  dans  la  formule  (4^),  on  pose 

I  —    t  <jl'[P)  :=  U'-., 
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file  devieiil 

et,  sous  cette  forme,  on  pourra  appliquer  la  série  de  Lagrange  à  déve- 
lopper F(^)  suivant  les  puissances  de  u.  On  aura 

les  dérivées  -j-i^'''^"^T)^'^y)  ^^^^^  prises  pour  ^  :=  ]3. 


Vil. 


Les  résultats  relatifs  à  l'approximation  indéfinie  des  polynômes  X„ 
sont  si  essentiels  dans  notre  analyse  que  nous  croyons  utile  de  les 
établir  par  une  autre  méthode,  qui  nous  fera  connaître  du  reste  une 
propriété  importante  de  l'erreur  commise  quand  on  remplace  ces  po- 
lynômes par  leurs  expressions  approchées.  Cetio  méthode  a  été  déjà 
employée  par  M.  Bonnet  pour  les  polynômes  de  Logendre  (voir  Jnuinnl 
de  M.  Liouville,  i'*  série,  t.  XVll,  p.  265). 

Rappelons  d'abord  quelques  propriétés  de  ces  polynômes.  Ils  satis- 
font à  l'équation  différentielle 

f43)     .r(i- ,r),^" +[7-(a+ i)j^]^ -4-n(a  +  n)X„  =  o. 

On  a  aussi 

r  '  a^-  '  (  I  -  X  )»-^  X,„  X„  dx  =  o 

J  0 

et 

m  j„  =  f ..-.(.  _  ocr-^xidx = ^^  '^';;^\^:-^'- 

Jo  2«  -4- a         rfa -4- n,ir(7  4- «) 

(^etle  dernière  propriété  est  fort  importante.  Si  nous  remplaçons  les  F 
par  leurs  expressions  approchées,  on  trouve,  pour  n  très-grand, 

^45)  J„-r='(7)n'-=ï. 
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()n  a  aussi 


46) 


J„     «  (  2  «  -h  a  —  2  )  (  a  4-  «  —  7  ) 


J„_,  {2n  -h  a.)  [a  +  n  —  i)ly-t~  ri  —  i) 


Cette  expression  de  J„  conduit  à  une  conséquence  importante.  Elle 
ne  permet  pas  de  fixer  pour  chaque  valeur  de  Jc  l'ordre  de  X„,  mais 
elle  donne  l'ordre  de  l'intégrale 

où  «et  6  sont  compris  entre  zéro  et  i,  et  où  y(.r)  est  une  fonction  quel- 
conque que,  pour  plus  de  netteté,  nous  supposerons  toujours  finie. 
Comparons,  en  effet,  celte  intégrale  à  la  suivante  : 


f 


qui  est  une  fraction  de  J„,  0  J„.  Divisons  l'intervalle  [a,  b)  en  deux  sé- 
ries d'intei  VHlles,  séparés  ou  juxtaposés,  les  uns  pour  lesquels  X„  sera 

i 

intérieur  à  lin"     ,  H  désignant  un  nombre  positif  quelconque,  les  au- 

très  poiu'  lesquels  X„  est  su[)érieur  en  valeur  absolue  à  Un'    .  On 

aura,  poiu'  I  intégrale  prise  dans  les  premiers  intervalles, 

j .  ±_, 

/©(x)  X„nfa:  <^  H?^"     f  ±  (p[jc)clx  <C.  ^  n'    H, 

le  signe  ±  étant  pris  de  telle  manière  que  l'élément  de  l'intégrale  soit 
toujours  positif  et  A  désignant  une  limite  supérieure,  nécessaire- 
ment finie,  de  celte  intégrale. 

Comparons  maintenant  l'intégrale  J (p[jc)X„dx,  prise  dans  les intei- 

valles  où  X„  est  plus  grand  que  Un'     ,  à  la  suivante  : 

/ X,7  x^-'  (  i  -  x)"--'-  (U:  =  0,  J„, 

prise  dans  lesméiues  intervalles.  Ou  aura,  d'après  un  théorème  connu, 
une  limite  supérieure  de  la  valeur  de 


48  G.    DARBOIX. 

en  prenant  le  rapport  des  éléments  correspondants  des  denx  inté- 
grales pour  une  valeiu"  x'  de  x,  comprise  dans  les  limites  de  linté- 
gralion.  on  auia  donc 

9,  J„  "^  X'„ '.r'T-'  (  I  —  :r' )— ï  ^  X'„  x'-r-'  [i  —  x'  )«-> ' 

et,  comme  X'„  est  plus  grand  que  H/z*  dans  tout  l'intervalle  de  lin- 
tégration,  on  aura,  en  remplaçant  X'„  par  sa  limite  inférieure, 

/ o[a:) X„dx  <  e,  J„    ,     ^'"'^_  "-„-'• 

Si  l'on  remplace  J„  par  son  expression  ap|n-ochée,  on  a 

B     --Ï 

S  (p{x)X„dr  <:  -n-    , 

B  étant  un  nombre  fini.  En  réunissant  les  résultats  relatifs  aux  deux 
sens  d'intervalles,  on  a,  en  valeur  absolue, 

A  et  B  étant  des  nombres  finis  et  H  quelconque.  Cette  formule  montre 

i_  _^ 

que  l'intégrale  est  an  plus  de  l'ordre  de  n'  .  Ainsi,  sans  que  1  on  con- 
naisse l'oriire  de  X,„  le  résultat  relatif  à  J„  permet  de  fixer  une  limite 
supérieure  de  l'ordre  de  toutes  les  intégrales  où  X„  entre  en  facteur, 
prises  entre  denx  limites  fixes,  comprises  entre  zéro  et  r.  C'est  un  ré- 
sultat intéressant,  dont  nous  allons  faire  usage. 

Remplaçons,  dans  l'équation  différentielle  à  laquelle  satisfait  X„, 
r  par  sin^s.  Celte  équation  deviendra 

(48)  — -"  +  !— ^[(27  —  I  icolç  —  (2a  -M)tang(j5]4-4«(a-f-")X„  =  o. 

Pour  faire  disparaître  le  second  terme,  effectuons  la  substitution 

i_,  ._,_± 

(49)  X„  =  Msiny       cos(p  , 
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nous  aurons 

-—:  -^  u\    in  +  a)-  —  ■ /- -' '-    =  o. 

Si  nous  posons 

l'équalion  prendra  la  forme 

il' U  ,  \o  r 

-  7  -f-  i/   2 //  -t-  a)-  =  Au. 

Considérons  \u  comme  une  Jonction  connue  de  f,  et  proposons-nous 
d'intégrer  cette  équation.  L'équalion  sans  second  membre  aurait  pour 
intégrale 

u  =  A.  cos[(2;2  4-  (/.)f  -h  II], 

A  et  h  étant  des  constantes.  En  appliquant  la  méthode  de  Caucliy, 
nous  aurons  pour  l'intégrale  de  l'équation  avec  second  membre 

(5o)      a  —  Acos[{2n-^a.)o  +  fi]'h^j—    1     u'}.'A\n[(2n-h  (x]{(p —  fj'jdcp', 

u'I'  désignant  ce  que  deviennent  u  et  X  par  le  changement  de  9  en  9', 
et  p  étant  quelconque.  Tant  que  f  n'approche  pas  des  valeurs  zéro, 

-?  y  demeure  fini,  et  le  terme  complémentaire,  qui  est  de  la  forme  (47], 

1 

-— ï  _  i_  _, 

est  au  plus  de  l'ordre  de ou  n  '     .  On  a  donc 

'  2  «  -t-  a 

1 

(5i)  n  =  Acos[{2n  -{-  u)f  -]-  h]-\-  ptU        , 

p,  demeurant  toujours  au-dessous  d'une  certaine  limite,  tant  que  w 
ne  s'approche  ni  de  zéro  ni  de  ->  c'est-à-dire  tant  que  x  est  compris 
entre  s  et  i  —  e',  £,  i'  étant  positifs  et  fixes  quand  n  croît,  mais  d'ailleurs 
aussi  petits  qu'on  le  veut. 

Quant  aux  constantes  A  et  h,  il  est  inutile  de  les  chercher  par  cette 
méthode.  Nos  premiers  résultats  nous  les  ont  fait  connaître.  En  effet, 

Journ.  de  Math.  (3«  série'),  tome  IV.  —  Février  1S78.  ^ 
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deux  expressions 

A  cosr(2/2  -h  a)f  -+-  h],     A'cos[,2/i  -i-  a)  ç  -+-/(' ] 

ne  peu  vent  re|)résenter  la  même  fonction  avec  la  même  approximation 
pour  une  infinité  clo  valenrs  de  o  que  si  A,  A',  h,  h'  sont  respective- 
ment égales  ou  du  moins  différentes  de  quantités  de  l'ordre  de  celles 
qu'on  néglige.  Ce  que  le  résidtat  actuel  ajoute  d'essentiel  porte  sur  la 
limite  de  l'erreur  commise.  Nous  voyons  maintenant  que  l'on  a 


-z —  sin  9      cosy 


X  COS     (2«-i-«)(p—  7(27  —  l)      -I-  -y— 


où  p  est  un  nombre  qui  demeure  au-dessous  d'iui  nombre  fixe,  même 
quand  jc  varie,  pourvu  qu'il  reste  compris  entre  £  et  i  —  s',  i'  étant 
fixes.  Auparavant,  nous  savions  seulement  que  ce  nombre/^  demeure 
fini  quand,  jc  restant  fixe,  ?i  croît  indéfiniment,  ce  qui  n'est  pas  équi- 
valent au  résultat  actuellement  établi. 

Ainsi  ces  expressions  approchées  des  polynômes  X„  n'ont  pas  lieu 
dans  le  voisinage  des  valeurs  0,1  de  la  variable  x,  et  il  est  d'ailleurs 
facile  de  se  rendre  compte  de  ce  résultat  pour  les  fonctions  de 
Legendre.  Ces  fonctions  pour  x  =  i  sont  toujours  égales  à  l'unité;  or 
leur  expression  approchée,  si  elle  était  exacte  pour  x  =  1 ,  les  rendrait 
plus  petites  que  toute  quantité  donnée,  pour  ?i  croissant  indéfini- 
ment. 

Si,  dans  l'intégrale 

on  remplace  X„  par  son  expression  approchée,  elle  devient 
n'  ^^  ftraç  =  — --  n'  -^  [y  —  i'  -h  -], 
£'  étant  de  la  forme  ae,  où  a  est  fini. 
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On  a  donc 

où  a  al  p  sont  des  quantités  finies,  d'où  il  suit  que  le  rapport  de  cha- 
cune de  ces  intégrales 

à  J,i  pourra  être  rendu  aussi  petit  qu'on  le  voudra  dès  que  a  sera  pris 
suffisamment  petit  et  n  suffisamment  grand.  Nous  aurons  à  faire 
usage  de  ce  résultat,  qui  supplée  à  l'expression  approchée  qu'on  ne 
peut  obtenir  des  polynômes  X„  dans  le  voisinage  des  valeurs 

J"  =  o,      X  =:  \ . 

Nous  indiquerons  maintenant  comment  on  peut  déterminer  la 
forme  de  la  deuxième  approximation  des  polynômes  X„  en  partant  de 
l'équation  différentielle. 

De  la  formule  (5i)  on  dédnit,  en  y  remplaçant  9  par  9', 

«'=  Acos[(2«  -t-  a) y' -H  /']  +  -r~  ' 


/j' étant  toujours  fini,  quel  que  soit  n,  tant  que  aj'  n'approche  pas  de 
zéro  ou  de  -•  Substituons  cette  valeur  dans  l'intégrale  de  la  formule  (5o), 
nous  aurons 

u  —  Acos[(2«  -^a)9  -t-  /?] 

-f- ; /     X'cosffaw  4- «)o' +  Al  sinf  (art  +  «Vo  —  o')  Wo' 


i: 


[2n  -i-  (x]n 


p'  étant  toujours  fini;  la  seconde  intégrale  est  de  la  forme  -p-  où  p, 
est,  comme  p',  une  quantité  finie. 
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Quant  à  la  première  intégrale,  on  peut  l'écrire 


2,2 
OU 


r   /     sX'sin  [(art-f-aiçj -+- //] +X'sin[('2re  + «)(î>  —  2^'j  4- A]  k/ç;', 


Une  simple  intégration  par  parties  portant  sur  le  sinus  montre  que  la 
seconde  intéerale  est  de  l'ordre  de  —  ou,  comme  A  est  de  l'ordre  de 

»  n 

H      ,  de  celui  de  n  '     .  Cette  seconde  intégrale  peut  donc  être  réunie 
au  terme  déjà  trouvé  du  même  ordre  -'— •  On  a  d'ailleui-s 


X 


?^  -    ,    .  I  9. 7  —  7.  a  —  I  ;     9.7  —  2  a  -(-  I 


/'r/y  =  - — -^ — '  (tangy  —  fangft:) 

I  —  2  7 1 :  3  —  2  7 1  ,     .  ,  .    , 

+ -^ cotk  —  col  f). 


Les  termes  en  langA-  cotX'  peuvent  être  négligés;  on  les  ferait  dispa- 
raître en  modifiant  convenablement  la  valeur  de  h,  et  l'on  a  pour  u  la 
ibrmuie  définitive 

A 
U  =  Acos[(2«  +  u)  y  +  II]  -i-  ô-^^ ,  s\n[i2n  +  a.)f  -^  h] 

(Sa)  )  X  [(ay  —  aa  —  i)  (27  —  25f  4-  1)  lang'^ 

—  (i-2'/)(3-27;Cot9]  4-'-^^, 

dont  la  forme  est  bien  semblable  à  celle  de  la  formule  [ig]  ;  p,  sera, 
comme  p,  une  quantité  assujettie  à  demeurer  au-dessous  d'une  limite 
fixe  tant  que  jc  demeurera  comprise  entre  s  et  i  ~  s',  et  cela  quel  que 
soit  n. 

En  résumé,  les  termes  de  la  première  approximation  sont  de  l'ordre 
de  v^J„;  ceux  qui  s'ajoutent  dans  la  seconde  approximation   sont  de 

l'ordre  de^^— ^;en6n  l'erreur  commise  est  de  l'ordre -V-"»  Pi  étant  fini 
tant  que  x  n'approche  ni  de  zéro  ni  de  i,  quel  que  soit  n. 
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Cette  fonction  inconnue  p,  de  x  et  de  n  a  encore  une  autre  pro- 
priété :  sa  dérivée  par  rapport  à  j:  ou  à  y  est  de  la  forme  nq^  q  restant 
finie  dans  les  mêmes  conditions  que />.  Pour  établir  ce  résultat,  il  suffit 
de  se  rappeler  que,  la  dérivée  de  X„  étant  une  série  hypergéométrique, 
on  peut  obtenir  directement  son  expression  approchée.  Ainsi  nous 
aurons  deux  formules  d'approximation  pour  cette  dérivée  : 

1°  Celle  qu'on  obtiendrait  en  différentiant  l'équation  (Sa)  ou  (Sg) 
et  qui  contiendra  la  dérivée  p\  de  />,  ; 

2°  Celle  qu'on  établirait  directement  par  l'application  des  formules 
précédentes  à  cette  dérivée. 

La  comparaison  de  ces  expressions  différentes  nous  donne  le  résultat 
cherché  relatif  à  l'ordre  de  la  dérivée  p\ ,  et  nous  montre  qu'elle  est  de 
la  forme  nq,  q  étant  au-dessous  d'une  certaine  limite  tant  que  a:  ne 
s'approche  ni  de  zéro  ni  de  i.  Je  ne  développe  pas  ce  calcul,  dont  un 
peu  d'attention  fait  reconnaître  le  résultat. 

On  pourrait,  du  reste,  obtenir  ces  propriétés  de  l'erreur  commise 
quand  on  substitue  aux  polynômes  leurs  expressions  approchées  en 
employant  la  méthode  même  qui  nous  a  servi  à  obtenir  ces  expressions. 
Pour  cela,  nous  allons  reprendre  l'étude  du  cas  général  etdonnerune 
limite  de  l'erreur  commise  quand  on  substitue  aux  fonctions  considé- 
rées leurs  expressions  ap|irocliées. 

Nous  avons  vu  que,  si  une  fonctiony  (z)  devient  discontinue  sur  le 
cercle  de  convergence,  dont  nous  désignerons  encore  le  rayon  par  R, 
de  telle  manière  que,  pour  le  point  «  de  discontinuité,  on  ait 

(53)  y(z)  =  (z-ajXz)  +  d;(z), 

œ  et  <jj  étant  des  fonctions  développables  suivant  les  puissances  entières 
de  z  —  a,  il  faut,  pour  obtenir  les  expressions  approchées  des  coeffi- 
cients  de  la  série  que  développe  f  [z),  substituer  à  la  fonctionnez  i 
l'expression 

l  U,,=.(p(«)(z-«)*+  <p'(a)(z-  a;/-*-'  +  ... 

(54)  +_^£zlH_  (2  _«)-.-., 

que  l'on  développe  suivant  les  puissances  de  z. 


i 
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Si  donc  on  pose 

f{z)  =  la,.z\ 

el  que  l'on  désigne  par  zs  [z)  la  fonction 

(55)  t.(z)=/(z)-U,=  2£„2'', 

on  aura 

[  56)  fl„  =  «„  +  'c„  ; 

a„  sera  l'expression  approchée  de  a,„  s„  l'erreur  commise  quand  on 
substitue  à  a„  son  expression  approchée. 

La  fonction  w(r),  d'après  son  mode  de  formation,  ne  deviendra  pas 
infinie  pour  z  =  «,  et  il  en  sera  de  même  de  sa  dérivée  e'"""  si  e  désigne 
le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  p  -\-  k.  Différentions  e  fois 
l'équation  (55),  nous  aurons 

;,     =  In  [n  —  \)  . . .  [n  —  e  -h  i)  ?„=      , 

et,  la  fonction  du  premier  membre  ne  devenant  pas  inBnie  sur  le  cercle 
de  convergence,  la  série  qui  la  développe  demeurera  convergente  surce 
cercle.  Si  nous  multiplions  les  deux  membres  par  z"~"  et  que  nous  in- 
tégrions le  long  du  contour  formé  par  le  cercle  de  convergence,  nous 
aurons 

2nn(n  —  i)  . . .  (h  —  e  -i-  i)  e„  =  J  ^~" ~^~  dz. 
Si  dans  cette  formule  on  remplace  z  par  Re"",  elle  devient 


;57)     2nn[n  -  i)...[n  —  e+  \)i„  =  R^-'"*-'  f"  , 


ie""  du 


et  n'est  pas  autre  chose  que  celle  par  laquelle  on  détermine  les  coeffi- 
cients des  si'ries  trigonométriques. 

La  dérivée  — .    -  ne  devient  pas  infinie  sur  le  cercle  de  convergence. 

Désignons  par  p.'  le  module  maximum  sur  le  cercle  de  cette  dérivée. 
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Il  est  clair  que,  si  la  fonctioriy^(z),  qui  peut  contenir  dans  son  expres- 
sion des  paramètres  variables  autres  que  z,  et  les  coefficients  9(5;  \ 
çi'(a),  ...,  If/'"'  (a)  demeurent  finis  sur  le  cercle  de  convergence  quand 
ces  paramètres  varient,  on  pourra  trouver  une  limite  supérieure  p.  de 
[i'  correspondant  à  toutes  les  valeurs  de  ces  paramètres. 

D'après   cela  ,    si   nous   remplaçons   dans    l'intégrale   du   second 

membre  de  l'équation  (7)      t^—  par  /jt,  et  e(^-«)'"/e""  par  i,  nous  aurons 

une  limite  supérieure  du  module  de  cette  intégrale  qui  sera 

L'intégrale  aura  donc  pour  valeur 

Q  étant  une  quantité  réelle  ou  imaginaire,  dont  le  module  sera  inférieur 
à  l'unité.  La  formule  (67)  deviendra  donc 

R"  £„  =  Fi"  a„  —  a„) 


n  [n  —  I  I . . .  («  —  e  -}-  i  ) 

OU,  plus  simplement, 

(58)  R«(a„-«,0  =  5, 

a  étant  une  quantité  finie  quand  n  augmente. 

La  limite  précédente  est  loin  d'être  assez  précise;  mais,  par  un  arti- 
fice particulier,  on  peut  en  déduire  une  évaluation  plus  exacte  de 
l'erreur  commise.  Supposons,  en  effet,  qu'on  change  p  en  p  -^  2,  ce 
qui  revient  à  ajouter  deux  termes  à  U^, 

<fP{a)  (z  — a>+*  î''"^'(a)  (z  — o)P+*+' 

f-  J ■ , 

1-2   ...  p  12,   .  .  .   p  -^  l 

et  deux  termes  a', ,  a"  à  a„  qui  proviendront  du  développement  suivant 
les  puissances  de  z  de  la  somme  précédente.  Nous  connaissons  les 
ordres  de  a„,  a",  et  nous  savons,  en  mettant  ces  ordres  en  évidence, 
que  l'on  a 

'    on  *  "    un  '*' 
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La  formule  (58)  deviendra  alors 

R„  .  I  n  au 

ce  qu'on  peut  écrire 

(59)  [n„~a,^W  =  ^^-^J'^,-+"^, 

Or,  e  +  2  étant  supérieur  à  p  -h  /.-  -i-  i,  le  terme  principal  de  cette 
formule  sera  le  premier,  car  on  peut  l'écrire 

L'erreur  est  donc  sensiblement  égale  au  premier  terme  négligé. 

S'il  y  avait  plusieurs  discontinuités  sur  le  cercle  de  convergence,  on 
répéterait  pour  leur  ensemble  le  raisonnement  que  nous  venons  de 
faire  pour  l'une  d'elles,  et  l'on  obtiendrait  un  résultat  tout  semblable. 

Dans  l'exemple  que  nous  avons  traité  des  polynômes  de  la  série  hy- 
pergéométrique,  la  fonction  ro  (z)  et  sa  dérivée  d'ordre  e  peuvent  être 
ramenées  à  des  expressions  composées  de  radicaux  et  ne  contenant  en 
dénominateur  que  sinçi,  cosy.  Donc,  tant  que  x  ne  s'approche  ni  de 
zéro  ni  de  i,  ces  dénominateurs  demeurent  finis,  et  il  en  est  d'ailleurs  de 
même  des  coefficients  de  la  formule  d'approximation.  La  formule  (5g) 
nous  montre  donc  que  l'erreur  commise  lorsqu'on  prend  les  k  pre- 
miers termes  de  l'expression  approchée  est  de  la  forme  même  à  laquelle 
nous  avons  été  conduits  par  l'équation  différentielle,  tant  que  x  ne 
s'approche  ni  de  zéro  ni  de  l'unité. 
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Sur  les  surfaces  réglées; 
Par   m.    a.    MAIVIVHEIM. 


Le  travail  de  M.  Frai)ke,  Sur  la  courbure  des  surfaces  réciproques, 
qui  vient  de  paraître  dans  le  numéro  de  décembre  1877  de  ce  journal, 
est  roccasion  de  cette  courte  Note. 

Prenons  comme  plan  de  la  figure  le  plan  central  relatif  à  une  géné- 
ratrice G  d'une  surface  gauche  (G). 

Appelons  S  la  tangente  en  c  à  la  ligne  de  striction  (c)  de  (G);  G  la 


direction  conjuguée  de  S  par  rapport  à  1  indicatrice  de  (G)  en  c.  Cette 
droite  C  est  la  caractéristique  du  plan  central  de  G  lorsqu'on  passe  du 
point  central  c  au  point  infiniment  voisin  sur  la  ligne  de  striction  (c). 
Menons  sur  le  plan  de  la  figure,  et  à  partir  de  c,  la  droite  G'  faisant 
avec  G  un  angle  donné.  En  constiuisant  ainsi  une  droite  dans  chacun 
des  plans  centraux  de  (G),  nous  aurons  pour  le  lieu  de  ces  droites  une 
surface  (G'). 

Je  me  propose  de  déterminer  le  rapport  des  paramètres  de  distribu- 
tion des  plans  tangents  à  (G)  et  (G')  pour  les  génératrices  G,  G'. 

Q 

Joiirn.  de  Math.  (3'  série),  tome  IV.  —  Février  1878.  " 
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Considérons  l'angle  de  grandeur  invariable  (^G,  G'),  dont  le  sommet  c 
décrit  la  ligne  de  striction  [c),  dont  le  côté  G  coïncide  successivement 
avec  les  génératrices  de  (G)  et  dont  le  plan  reste  tangent  à  cette  surface 
aux  différents  points  de  {c). 

Le  déplacement  inBniment  petit  de  cet  angle  est  un  déplacement 
hélicoïdal.  Pendant  ce  déplacement,  G  et  G' engendrent  des  éléments 
d'hélicoïJe  réglé  qui  se  raccordent  respectivement  avec  (G)  et  (G)  le 
long  de  G  et  de  G'. 

L'axe  du  déplacement  hélicoïdal  est  parallèle  à  C;  par  suite,  le  plan 
central  relatif  à  (G')  doit  être  paiallèle  à  celte  droite,  c'est-à-dire  qu'il 
se  confond  avec  le  plan  central  de  (G),  et  alors  c  est  le  point  central 
sur  G'. 

Ainsi  la  surface  (G')  a  même  ligne  rie  striction  que  (G);  ces  deux 
suijaces  sont  circonscrites  l'une  à  l'autre  le  long  de  cette  ligne. 

Pour  construire  le  paramètre  de  distribution  des  plans  tangents  à 
l'bélicoïde  réglé  qui  se  raccorde  avec  G,  voici  la  construction  que  je 
donne  dans  mon  cours  à  l'École  Polytechnique.  On  élève  en  c  une 
perpendiculaire  à  Cet  l'on  porte  sur  celte  droite  un  segment  égal  à  la 
plus  courte  distance  entre  G  et  l'axe  du  déplacement  liélicoïdal.  De 
l'extrémité  de  ce  segment  on  mène  une  parallèle  à  C;  la  j^ortion  sg 
interceptée  sur  cette  droite  par  S  et  G  est  le  paramètre  de  distribution 
cherché. 

De  même  pour  G'  on  a  le  paramètre  sg'.  Appelons  Rc,  K.g'  ces  para- 
mètres. On  a  alors 

Ko    _   ^S 

mais 

sinfS.G  ,  sinfS,  G') 

su  =  es ^^ ,      ss  ^  es  - — 4- — -  • 

o  sln^G,  C)  "  sin(G',  C) 

On  a  donc 

,   N  l£o_  _  sin(S,  C)  5in(G',  C) 

^'^  IV  ~sinlG,  C)  sin(S,  G')' 

Telle  est  la  relation  qui  existe  entre  les  paramètres  de  (G)  et  de  (G';. 
M.  Franke  a  considéré  le  cas  où  G'  est  perpendiculaire  à  G  ('  ). 

C)  C'est  M.  Cliaslcs  qui,  le  premier,  a  considéré  ce  cas  voir  Mémoire  sur  les  sur- 
faces engendrées  par  une  ligne  droite  . 
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Plaçons-nous  dans  cette  hypothèse  et  appelons  G"  la  perpendiculaire 
à  G  menée  du  point  c.  Dans  ce  cas  la  formule  (i)  devient 

(2)  Ko-        tang(S,G) 


K,.:  lang(G,  C) 

Transformons  cette  formule.  Considérons  une  sphère  de  rayon  i  et 
sur  celte  sphère  la  courbe  (7)  trace  du  cône  qu'on  obtient  en  menant 
du  centre  o  de  la  sphère  des  rayons  parallèles  aux  génératrices 
de  (G). 

Soit  ol  le  rayon  parallèle  à  G.  Le  plan  normal  à  ce  cône  suivant 
ce  rayon  est  parallèle  au  plan  central  relatif  à  G.  Lorsqu'on  passe  au 
plan  normal  à  ce  cône,  infiniment  voisin  de  celui-ci,  on  a  une  carac- 
téristique parallèle  à  C.  Appelons  oi  cette  caractéristique,  le  point  i 
étant  sur  le  plan  tangent  à  la  sphère  en  /. 

Le  segment  il,  qui  est  la  taugent('  de  l'angle  iol,  n'est  autre  que  le 
rayon  de  courbure  géodésique  de  la  courbe  (y)  au  point  /.  Désignant 
par  r  ce  rayon  de  courbure  et  remarquant  que  l'angle  /o/ est  égal  à 
l'angle  (G,  C),  la  formule  (2)  jieut  s'écrire 

/ox  Ko  _        lanf;(S,C) 

Cette  formule  revient  à  la  formule  (  i5)  du  travail  de  M.  Franke. 

Nous  avons  vu  que  la  surface  (G')  circonscrite  à  (G)  le  long  de  (c) 
a  aussi  cette  courbe  pour  ligne  de  striction.  On  peut  encore  démontrer 
cette  propriété  de  la  manière  suivante.  Menons  respectivement  par  G 
et  G'  des  plans  normaux  en  c  à  (G.)  Ces  plans  déterminent  un  dièdre 
qui,  d'après  la  construction  des  génératrices  de  (G'),  reste  de  grandeur 
constante,  quelle  que  soit  la  position  du  point  csur  (c). 

Déplaçons  infiniment  peu  ce  dièdre,  de  façon  que  son  arête,  toujours 
normale  à  (G),  passe  par  c',  infiniment  voisin  de  csur  [c)  et  que  ses 
faces  contiennent  les  génératrices  de  (G)  et  de  (G')  qui  passent  par  c' . 

Puisque  c  est  le  point  central  sur  G,  la  face  qui  contient  cette  droite 
touche  (G)  à  l'infini  ;  par  suite,  la  caractéristique  de  cette  face  est  pa- 
rallèle à  G,  et  elle  est  alors  perpendiculaire  à  l'arête  du  dièdre.  Mais, 
on  sait  que  dans  ces  conditions  la  caractéristiqiie  de  l'autre  face  est 

8.. 
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aussi  perpendiculaire  à  l'arête  du  dièdre  (');  la  face  du  dièdre  qui 
contient  G'  louche  alors  (G')  à  l'infini.  Le  plan  langent  en  c,  qui 
est  perpendiculaire  à  celle  fnce,  est  doncle  plan  central  jiour  G' et 
c  est  le  point  central  sur  cette  droite.  Comme  c  est  un  point  arbi- 
traire de  (c),  c<tte  courbe  est  alors  la  ligne  de  striction  de  (G'). 

On  démontre  de  la  même  manière  que  :  Si  l'on  construit  comme 
précédemment  une  surface  (G,)  en  employant^  au  lieu  de  (c),  une 
courbe  quelconque  tracée  sur  {G),  les  points  où  cette  courbe  rencofitre 
fa  ligne  de  striction  de  (G)  sont  des  points  centraux  relatifs  à  des  gé- 
néra t rices  de(G,). 

Ou  autrement  :  Les  lignes  de  striction  des  suifaces  (G)  ef  (G,)  se 
coupent  sur  la  courbe  de  contact  de  ces  deux  surfaces. 

(')  Voir  Comptes  rendus  des  séances  de  V  Académie  des  Sciences,  ii  juin  i8'j". 
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Réponse 
a  la  Note  de  M.  Allégret  sur    le  Problème  des   trois   corps 

(t.   III,   p.    !^7l); 

Par  m.   Emile  MATHIEU. 


Je  maintiens  ce  que  j'ai  dit  dans  une  Note  précédente(  t.  III,  p.  216), 
à  savoir  que  l'angle  infiniment  petit  formé  par  les  positions  successives 
d'une  droite  mobile  dans  l'espace  ou  par  les  positions  successives  d'un 
plan  mobile  ne  peut  être  assimilé  à  une  différentielle,  quand  on  ap- 
plique les  équations  différentielles  canoniques  de  la  Dynamique.  Avant 
la  lecture  des  recherches  de  M.  Allégret,  ayant  remarqué  dans  la  com- 
position d'un  Mémoire  publié  (t.  III,  p.  i)  que  cette  erreur  se  pré- 
sentait très-naturellement  et  pouvait  donner  un  abaissement  illusoire 
du  système  des  équations,  j'avais  eu  soin  d'en  prévenir  le  lecteur  (p.  i3). 

Comme  les  trois  angles  infiniment  petits  W^s,  cfer,  c?^,  considérés  par 
M.  Allégret,  sont  des  rotations  autour  de  trois  axes  rectangulaires, 
j'ai  pu  prouver  que,  si  l'on  désigne  par  è  la  caractéristique  des  variations 
virtuelles,  on  n'a  pas 

ùdç)  =  dâp,     ^djr,  =  d(i7z,     àd^  ==  dS^, 

en  m'appuyant  sur  un  passage  de  la  Mécanique  analytique  de  h^grange 
(3*  édit.,  t.  II,  p.  199).  M.  Allégret  me  reproche  de  me  servir  d'un 
fragment  posthume  et  fort  obscur  de  la  seconde  édition  de  cet  Ouvrage. 
Pour  moi  je  regarde  au  contraire  cet  article  comme  très-clair  et  comme 
ini  des  plus  remarquables. 
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Ainsi  p,  /,  TT,  ne  peuvent  èlre  introduits  comme  variables  dans  les 
équations  canoniques.  M.  Allégret  fait  observer  dans  sa  Note  qu'il  ne 
regarde  pas  les  quantités  C,  F,  G  comme  des  constantes  et  qu'il  les  sup- 
pose fonctions  des  trois  angles  qui  déterminent  la  position  du  triangle 
des  trois  corps  ;  mais  cela  ne  change  rien  à  l'impossibililéqu'il  y  a  d'ap- 
pliquer les  équations  canoniques  à  ses  variables. 
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Sur  la  déduction  d'un  nouveau  principe  d' Élecirodjrnamique ; 

Pau  m.  R,  CLAUSIUS, 

Professeur   à  l'Université  de  Bonn. 


Traduit  do  l'allemand  par  M.  F.  Folie. 


Dans  une  courte  Communication  du  6  décembre  iS^S,  j'ai  énoncé 
un  nouveau  principe  d'Électrodynamique,  auquel  j'ai  donné  une 
forme  un  peu  plus  simple  dans  une  Communication  du  7  février 
suivant.  Dans  ce  qui  suit,  je  vais  m'occuper  du  développement  né- 
cessaire à  l'établissement  de  ce  priucipe,  et  montrer  comment  on 
peut,  sans  entrer  dans  aucune  considération  particulière  sur  la  nature 
des  forces  électrodynamiques,  déduire  ce  principe  de  faits  bien  éta- 
blis, à  l'aide  d'hypothèses  tout  à  fait  générales,  et  qui  ont  déjà  été 
faites  fréquemment. 

§  I.  —  Différentes  manières  de  voir  sur  V électricité d)namique. 

On  sait  que  M.  W.  Weber  a  cherché  à  ramener  tous  les  phéno- 
mènes électrodynamiques  à  un  principe  unique,  à  l'aide  duquel  il 
exprime  la  force  que  deux  particules  d'électricité  en  mouvement 
exercent  l'une  sur  l'autre.  Soient  e  et  e'  deux  particules  d'électricité 
supposées  concentrées  chacune  en  lui  point,  et  r  leur  di.stance  mu- 
tuelle au  temps  t,  l'action  exercée  par  ces  particules  l'une  sur  l'autre 
consiste,  d'après  Weber,  en  une  répulsion  mesurée  par  l'expression 

dans  laquelle  c  représente  une  constante. 
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Pour  la  déduclion  de  cette  formule,  M.  Weber  est  parti  de  cette 
idée  que,  dans  un  courant  galvanique,  des  quantités  égales  d'électri- 
cité positive  et  d'électricité  négative  se  meuvent  en  sens  contraires, 
avec  des  vitesses  égales,  dans  chaque  élément  conducteur.  Cette  idée 
est  si  compliquée,  que  déjà  beaucoup  de  physiciens  l'ont  rejetée. 
Aussi  longtem|)s,  en  effet,  qu'il  n'y  a  pas  de  motifs  impérieux  d'ac- 
cepter l'hypothèse  de  ce  double  mouvement,  il  n'est  pas  permis 
d'abandouiier  celte  idée  plus  simple,  qu  un  courant  consiste  dans  le 
mouvement  d'un  seul  fluide,  et  l'on  doit  chercher  à  en  déduire 
l'explication  des  effets  du  courant  galvanique. 

Cette  idée,  qui  a  déjà  été  exprimée  souvent  et  depuis  longtemps,  a 
reçu  récemment,  de  M.  C.  Neumann,  une  forme  plus  déterminée,  et 
il  ajoute,  à  ce  sujet,  que  ses  réflexions  concordent  complètement 
avec  celles  que  Riemann  a  déjà  exprimées  en  i85/4,  dans  la  trentième 
réunion  des  naturalistes  allemands.  INI.  Neumann  admet  qu'im  con- 
ducteur métallique  renferme,  à  la  vérité,  dans  chaque  élément  de 
volume,  de  l'électricité  positive  et  de  l'électricité  négative,  mais  que 
la  première  seule  est  mobile,  en  ce  sens  qu'elle  peut  produire  un  cou- 
rant dans  le  conducteur,  tandis  que  la  dernière  est  invariablement 
liée  aux  atomes  pondérables. 

Quant  au  point  de  savoir  s'il  est  absolument  nécessaire  d'admettre, 
à  côté  de  l'électricité  positive  mobile,  luie  électricité  négative  liée 
aux  atomes  pondérables,  on  bien  si  les  forces  attribuées  à  cette  der- 
nière électricité  peuvent  s'expliquer  d'une  autre  manière,  il  y  aurait 
encore  peut-être  différentes  considérations  à  faire  valoir.  Toutefois, 
en  traitant  le  sujet  au  point  de  vue  maihématique,  puisque  les  forces 
s'exercent  absolument  de  la  même  manièie  qu'elles  le  feraient  s'il  y 
avait  une  électricité  négative  liée  aux  atomes,  on  peut  considérer 
cette  dernière  comme  existant,  sans  pour  cela  se  décider  relativement 
à  son  existence  réelle.  C'est  dans  ce  sens  que  je  prendrai  pour  base 
des  considérations  suivantes  cette  manière  de  voir,  telle  qu'elle  a 
été  formulée  par  M.  Neumann. 
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§   II.   —  ContracUclion  du  principe  de  fVeber  avec  Vhjpothèse 
dune  seule  électricité'  mobile  dans  un  conducteur  fixe. 

Posons-nous  d'abord  la  question  de  savoir  si  le  principe  de  Weber 
n'est  pas  en  contradiction  avec  l'idée  qu'il  n'y  a  qu'une  seule  élec- 
tricilé  qui  puisse  parcourir  un  conducteur  6xe.  TNous  choisirons,  à 
cette  fin,  la  proposition  expérimentale  quun  courant  galvanique 
fermé  et  constant,  qui  se  trouve  dans  un  conducteur  au  repos, 
n  exerce  aucune  force  motrice  sur  l'électricité  en  repos,  et  nous  re- 
cliercherons  si  le  principe  de  Weber  conduit  encore  à  cette  proposi- 
tion, lorsque  l'on  ne  considère  que  l'une  des  deux  électricités  comme 
mobile. 

Imaginons,  au  point  x,  y,  z,  une  certaine  quantité  d'électricité, 
par  exemple,  une  unité  d'électricité  positive,  et  au  point  x\  j',  z'  un 
élément  ds'  d'un  courant  galvanique.  Désignons  par  h' ds'  la  quantité 
d'électricité  positive  en  mouvement  dans  celui-ci.  Celte  quantité 
exerce,  d'après  Weber,  sur  l'unité  d'électricité  au  repos,  une  répul- 
sion qui  est  exprimée  par 


II' ds'  r  I    1  dr\  -  2       c/V"| 


expression  qui,  pour  une  valeur  négative,  indique  naturellement  une 
attraction.  Dans  le  cas  actuel,  où  la  quantité  /■  ne  varie  que  par  le 
mouvement  de  l'électricité  qui  se  trouve  dans  l'élément  de  conduc- 
teur, nous  pourrons  poser 


dr  _  dr   ds' 
Ift  ~  ds     IW 

d'r         d'r  /ds"- 

i  -          dr    d-s' 

\          r_ 

'd?  ~  dT'  \'dï  . 

)      ^  ds'     dt' 

et,  dans  cette  dernière  formule,  nous  devrons  faire,  pour  un  courant 
constant,  — -  =  o,  si  nous  supposons  le  conducteur  du  courant  ho- 
mogène et  partout  de  la  même  section,  de  sorte  que  h'  a,  pour  toutes 
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ses  parties,  une  seule  et  même  valeur.  De  cette  manière,  l'expression 
de  la  répulsion  devient 

h'ds'  (  I    r        /  ri/\^  d-r 


h[-m'^-mm" 


Si  l'on  admet  d'abord,  avec  Weber,  que,  dans  l'élément  de  con- 
ducteur r/i',  il  se  meut  une  aussi  grande  quantité  d'électricité  négative 
en  sens  contraire,  avec  la  même  vitesse,  on  devra,  pour  obtenir  la  ré- 
pulsion que  celle-ci  exercerait  sur  l'unité  d'électricité  au  repos,  affecter 
du  signe  —    toute   l'expression  précédente,   et   en   outre  changer  le 

fh' 

signe  du  coefficient  différentiel  -^  •  Mais,  comme  ce  coefficient  diffé- 
rentiel n'entre  qu'au  carré,  son  changement  de  signe  n'apportera 
aucune  modification  dans  l'expression.  L'action  exercée  par  l'électri- 
cité négative  serait  donc  égale  et  de  signe  contraire  à  celle  qui  est 
exercée  par  l'électricité  positive,  de  sorte  que  ces  deux  forces  se  détrui- 
sent, et  que  l'élénieiit  de  courant  n'exercerait  aucune  action  sur  l'unité 
d'électricité  au  repos.  Il  en  résulte  donc  que  le  principe  de  Weber, 
combiné  avec  l'idée  de  Weber  sur  le  double  mouvement  de  l'électri- 
cité, concorde  avec  la  proposition  expérimentale  énoncée  plus  haut, 
puisque  la  force  est  nulle,  non-seulement  pour  un  courant  fermé,  mais' 
encore  jîour  tout  élément  de  celui-ci  eu  particulier. 

Adoptons  maintenant  l'autre  hypothèse,  à  savoir  que  l'électricité 
négative,  qui  se  trouve  dans  le  conducteur,  ne  s'écoule  pas,  mais  soit 
invariablement  fixée  aux  atomes  pondérables.  Alors  l'action  qu'elle 
exerce  sur  l'iuiité  d'électricité  au  repos  est  simplement  représentée  par 

l'expression —  j   donnée  en   Electrostatique.  Il   s'ensuit  que  les 

deux  forces  ne  se  détruisent  pas  dans  ce  cas,  mais  qu'il  reste  une  ré- 
pulsion donnée  par  l'expression 


h'ds' r      fdry  <r;\  /ds'\' 


On   trouvera   la  composante  de  cette  force,  suivant  l'axe  des  jc,  en 
multipliant  cette  expression   par'-^ >  et   il   en    résulte    l'équation 
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suivante,  si  l'on  représente  cette  composante  par  —,  ds'  : 

j    \  'l^   j  ,         /''    f^^'V  x  —  x'V         fdrV  ,nrl  j, 

(')  ^  ^^  =  P  U)  -—  [-  [tîï)  +  2'-  ;^J^^'- 

On  doit  intégrer  cette  équation,  relativement  à  s',  clans  toute  l'étendue 
du  courant  fermé,  pour  obtenir  la  quantité  X,  c'eàt-à-dire  la  compo- 
sante, suivant  l'axe  des  X,  de  l'action  que  le  courant  tout  entier  exerce 
sur  l'électricité  au  repos. 

A  cet  effet,  nous  opérerons  quelques  transformations  sur  le  second 
membre  de  cette  équation.  On  peut  poser 


dJr  I     r         /dry  f/'/H  ,. 


L'équation  (i)  devient  ainsi 

,    .  dX    ,  ,         SA'    ids'ydJrd^irj, 

^    '  ds'  t-     \dC  )     dx      ds' 

Dans  celle-ci,  on  peut  de  plus  poser 

dsj~r  d'-<J7  _    d     fdJ^dyfrX  d^l-    d\!7- 

dx      ds'^  ds'    \  dx      di'  J  ds'     ds' dx 

~  dJ'  \~d7  UT')  ~  2  ^ L W-*"'  /  J' 
ce  qui  traiisforme  l'équation  (2)  en 

(3)    f  *' = "i  m  \i  i;^  #)  -  j  ,^  [(f  )■] j  "^^ 

Si  l'on  intègre  cette  équation  pour  un  circuit  fermé,  le  premier 
terme  de  la  parenthèse,  qui  est  un  coefficient  différentiel,  par  rapport 
à  s',  donnera  ime  valeur  nulle.  Le  second  terme,  qui  est  un  coefficient 
différentiel  par  rapport  à  .r,  peut  être  intégré  sous  le  signe  de  la  diffé- 
rentiation,  puisque  la  variable  x  est  indépendante  de  la  variable  s'  ;  on 

9- 
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trouvera  ainsi 

(4)       ^--'imum"'-  - 

On  aura  des  expressions  analogues  pour  les  composâmes  de  la  force, 
suivant  les  axes  des^  et  des  z. 

On  voit  iniinédiatemenlque  l'intégrale  qui  entre  dans  ces  expressions 
n'est  pas  nulle,  et  qu'en  général  ses  coefficients  dilférentiels,  par  rap- 
j)ort  à  Jc,  y,  z,  ne  seront  pas  nuls  non  plus.  D'après  cela,  un  courant 
fermé  et  constant,  dans  un  conducteur  au  repos,  devrait  exercer  une 
action  sur  l'électricité  au  repos;  et  cette  action  aurait  un  ergal, 
puisque  ses  composantes  suivant  les  axes  seraient  représentées,  en 
vertu  de  l'équation  précédente,  parles  coefficients  différentiels  négatifs 
d'une  quantilé  qui  ilépend  dos  coordonnées  de  l'unité  d'électricité  au 
repos  considérée.  Le  courant  galvanique  devrait  donc,  à  la  façon  d'un 
corps  chargé  d'un  excès  d'électricité  positive  ou  négative,  produire 
une  modification  de  la  distribution  de  l'électricité,  dans  tout  corps 
conducteur  qui  se  trouve  dnns  son  voisinage  [*].  Si  l'on  explique  le 
magnétisme  par  des  courants  moléculaires  électriques,  on  trouvera 
qu'un  aimant  exerce  des  actions  analogues  sur  les  corps  conducteurs 
qui  l'environnent.  Or  de  semblables  aciions  n'ont  jamais  été  obser- 
vées, malgré  les  nombreuses  occasions  que  l'on  aurait  eues  de  le  faire,, 
et,  par  conséquent,  on  doit  reconnaître  comme  une  proposition  expé- 
rimentale bien  établie  la  proposition  précédente  qui  exprime  qu'elles 
n'ont  pas  lieu;  or,  puisque  le  résultat  exprimé  dans  l'équation  (4)  est 
contradictoire  avec  celte  proposition,  on  en  déduit  cette  conclusion, 
(jue  le  principe  de  Weber  est  incompatible  avec  l'uléc  que  l'électricité 
positive  seule  se  meut  dans  un  courant  galvanique  qui  circule  dans  un 
conducteur  fixe. 


[*]  La  même  conclusion  a  déjà  été  tirée  par  M.  Riecke  en  iS^S  [Annales  de  Gvt- 
tingue,  juillet  iS^S).  Je  ne  connaissais  pas  celle  circonstance  lorsque  j'ai  écrit  mon 
travail,  et  je  viens  de  l'apprendre  pendant  l'impression,  par  un  nouveau  Mémoire  de 
M.  Riecke,  qi\]  vient  de  paraître  [annales  de  Gutthigue,  ?.8  juin  iS^dl,  il  dans  lequel 
le  Mémoire  préct'-dent  est  cité. 


DÉDUCTION    d'un    NOUVEAU    PRINCIPE    DÉLECTRODYNAMIQUE.  69 


§111.  —  Discussion  d  une  loi  posée  par  Riemann  relativement  à  la 
force,  et  envisagée  au  point  de  vue  préce'dent. 

Tout  récemment,  après  que  ma  première  Communication  sur  le 
principe  que  j'ai  posé  avait  été  publiée,  il  a  paru  un  Ouvrage  [*]  dans 
lequel  on  expose  une  autre  loi  électrodynamique  donnée  par  Riemann 
dans  ses  Leçons;  il  sera  utile,  comme  suite  à  ce  qui  précède,  de  consi- 
dérer cette  loi  au  même  point  de  vue,  c'est-à-dire  de  rechercher  si  elle 
est  compatible  avec  l'hypothèse  d'une  seule  électricité  mobile  dans  le 
conducteur  fixe. 

Soient,  comme  plus  haut,  e  et  e'  deux  particules  d'électricité  sup- 
posées concentrées  chacune  en  un  point;  x,  j,  z,  œ',  y',  z'  leurs  coor- 
données rectangulaires  au  temps  t;  la  composante  suivant  l'axe  des  x 
de  la  force  que  e' exerce  sur  e  est,  suivant  Riemann  (p.  827),  exprimée 
par 

Vt.  Idx        dx'\'~\ 
ee'   dr         ce'      [_  ''  \  dt  dt  j  J 

r''    dx  c^  de 


(5) 


ee'    1    dr  r  fd.v  _dj:'y        i^*'  _  ^JZ^V        /'^~         ^'^H- 

■^  7'd2\_\di  ~  ht)  '^  \dt  ~  Tt]  "^  \^  ~~  lit]  J  ' 


et  les  composantes  suivant  les  autres  axes  sont  données  par  des  expres- 
sions analogues. 

Nous  allons  encore  déterminer,  au  moyen  de  cette  équation,  l'action 
qu'un  courant  galvanique  fermé  exerce  sur  une  luiité  d'électricité  au 
repos.  Posons  donc 

djn  dy         dz 

e=i     et     ~  =  —-  =  —-  =  o. 

de  dt         dt 

En  outre,  pour  déterminer  d'abord  l'action  exercée  par  l'électricité 
positive  en  mouvement  dans  l'élément  du  conducteur  ds',  remplaçons 


[']Sc/m'ere  Elehtiicitat  iind  Magnetismus.  Nach  den  Forlesungen  von  Bernhardt 
Riemann,  bearbeitet  von  Karl  Hattendorff;  Hannover,  1876. 
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e'  par  h'ds' .  L'expression  précédente  devitiidra 


d  (■■  ''^'\ 

c'  de  '^  7  1^  TLc  \Xdt]   '^  \dt)    "*"  \7/jj  Jî 


La  dernière  parenthèse  peut  se  remplacer  par  i-j-]  ;  tt,  dans  le  second 
terme  de  l'expression,  on  peut  considérer  a:' et  /•  comme  fonction  de  s' , 
et  s'  comme  fonction  de  t;  cela  fait,  on  devra  poser  -—  =  o,  puisque 
le  courant  est  constant,  et  l'on  aura  , 

7'  /  '     _L  "''"  _  '  '    ''  ^'  i'^^'y     L  L  ''''  {''''Y 

\_r-   dx  c'  ds  yil  j  <■■  '^    rf"^    \'^' )    J 

Partons  d'abord  de  l'hypothèse  que,  dans  l'élpment  de  conduc- 
teur ds',  une  même  quantité  d'électricité  négative  circule,  avec  la 
même  vitesse,  en  sens  contraire;  pour  trouver  la  composante,  suivant 
l'axe  des  x,  de  cette  quantité  d'électricité  sur  l'unité  d'électricité  au 
repos,  nous  n'aurons  qu'à  prendre  l'expression  précédente  en  signe 
contraire.  Les  deux  forces  se  détruiront  donc;  et  il  en  résulte  que, 
dans  l'hypothèse  de  deux  électricités  qui  se  meuvent  dans  le  conduc- 
teur, la  loi  de  Riemann  est  d'accord  avec  notre  proposition  expéri- 
mentale. 

Partons  au  contraire  de  ce  que  1  électricité  négative  qui  se  trouve 
dans  l'élément  de  conducteur  rt'/ est  au  repos  :  la  composante,  suivant 
l'axe  des  x,  de  l'action  qu'elle  exerce  sur  l'unité  d'électricité  au  repos, 
sera  représentée  par 

—  h'ds'  —  -r  » 

/■•    dj: 

dX    ,  ,   , 

et  nous  aurons,  par  suite,  en  représentant  par  —  as    la  composante, 

suivant  l'axe  des  x,  de  l'action  que  l'élément  de  courant  ds'  exerce 
sur  l'tmilé  d'électricité  au  repos  : 


(6)  f 


'  c'  \dt  J    l_  ds'  H  «/xj 
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Si  nous  intégrons  celte  équation  pour  un  courant  fermé,  le  premier 
terme  du  second  membre  donnera  une  valeur  nulle,  et  il  viendra 


v         II'    Ids'  \  '    r  I    dr     ,  , 


ou  bien 


Ou  obtiendrait  naturellement  des  expressions  analogues  pour  les  com- 
posantes suivant  les  deux  antres  axes. 

I/intégrale  précédente  n'est  pas  nulle,  et  ses  coefficients  différentiels 
ne  le  sont  généralement  pas  non  plus.  La  loi  de  Riemann  nous  conduit 
donc  au  même  résultat  que  celle  deWeber,  à  savoir  qu'un  courant 
galvanique  fermé,  de  même  qu'un  aimant,  devrait  exercer  une  action 
analogue  à  l'influence  électrostatique,  sur  tout  corps  conducteur  situé 
dans  son  voisinage.  Et,  cotnme  ce  résultat  est  en  contradiction  avec 
notre  proposition  expérimentale,  nous  pouvons  dire  également  de  la 
loi  de  Riemann  quelle  est  incompatible  avec  Vhjpothèse  d'une  seule 
électricité  mobile  dans  un  conducteur  fixe. 


§  IV.  —  Expression  des  composantes  de  la  force  dans  un  système 
particulier  de  coordonnées. 

Cherchons  maintenant  à  déduire,  pour  les  composantes  de  l'action 
qu'une  particule  d'électricité  e' en  mouvement  exerce  sur  une  autre 
particule  e  aussi  en  mouvement,  des  expressions  telles  qu'elles  donnent 
des  résultats  compatibles  avec  les  proportions  expérimentales,  dans 
l'hypothèse  qu'il  n'y  a  qu'une  seule  électricité  mobile  dans  le  conduc- 
teur fixe. 

Supposons  que  cette  force  dépende  de  la  position  mutuelle  des  par- 
ticules, ainsi  que  des  conditions  de  mouvement  déterminées  par  les 
composantes  de  leur  vitesse  et  de  leur  accélération;  et  formons,  en 
conséquence,  pour  chacune  des  trois  composantes  suivant  les  axes, 
une  expression  générale  qui  dépende  des  coordonnées  relatives  de  l'une 
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des  particules  par  rapport  à  l'autre,  et  des  coefficients  différentiels  du 
premier  et  du  second  ordre,  par  rap[)ort  au  temps,  des  coordonnées 
des  deux  particules.  Nous  ferons  entrer  provisoirement  dans  cette  ex- 
pression tous  les  termes  possibles  jusqu'au  second  ordre  inclusivement, 
en  entendant  par  là  tons  ceux  qui  |)roviennen(  d'une  double  différen- 
tialion  par  rapport  au  temps,  et  qui  renferment  comme  facteurs,  ou  un 
coefficient  différentiel  du  second  ordre,  ou  deux  coefficients  différen- 
tiels du  premier  ordre. 

Choisissons  un  système  particulier  de  coordonnées.  Soit  prise,  pour 
l'iui  des  axes,  la  droite  qui  unit  les  deux  points  où  se  trouvent  les 
particules  d'électricité  au  temps  /,  comptée  comme  positive  dans  le 
sens  de  e'  vers  e.  Soient  /  et  /'  les  coordonnées,  suivant  cet  axe,  des 
deux  particules.  Les  deux  autres  axes  peuvent  être  pris  arbitrairement, 
pourvu  qu'ils  soient  perpendiculaires  entre  eux  et  au  premier.  Si  l'on 
représente,  en  général,  par  m,  n,  m',  n'  les  coordonnées  des  deux  par- 
ticules suivant  ces  axes,  on  devra  poser,  au  temps  t. 


m  ^  n  ^  m  =  u 


D'après  cela,  les  coordonnées  relatives,  suivant  ces  deux  axes, 
m  —  m'  et  n  —  n',  sont  aussi  nulles  au  temps  t,  et  l'ordonnée  relative 
suivant  la  première  direction,  l—l',  a  seule  une  valeur  assignable, 
qui  est  égale  à  la  distance  mutuelle  des  deux  particules,  et  peut  être, 
par  suite,  représentée  par  r,  conforiiiément  à  la  notation  précédente. 
Il  résulte  de  là  que,  dans  ce  système  de  coordonnées,  les  fonctions 
(les  coordonnées  relatives,  qui  entrent  dans  le.s  expressions  des  com- 
posantes de  la  force,  ne  peuvent  être  fonctions  que  de  r.  Ce  système  de 
coordonnées  offre  encore  l'avantage  d'autres  simplifications;  on  voit 
immédiatement,  en  effet,  par  la  manière  dont  les  coefficients  diffé- 
rentiels entreront  dans  les  termes  de  l'expression,  que  certains  termes 
ne  peuvent  avoir  aucune  influence  sur  la  composante  cherchée  et 
que  certains  couples  de  termes  doivent  avoir  une  influence  égale. 

Commençons  par  chercher  la  composante  suivant  l'axe  des  /; 
représentons-la  par  \.ee',  et  formons  l'expression  qui  détermine  la 
quantité  L. 

Cette  expression  doit  d'abord  renfermer  lui  terme  qui  est  indépen- 
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dant  des  mouvements  des  parliciiles^  et  qui  représente  la  force  élec- 
trostatique. Ce  terme  est  parfailement  connu  :  c'est  — • 

Parmi  les  aulres,  considérons  d'abord  ceux  qui  ne  renferment  que 
des  coefficients  différentiels  des  coordonnées  de  la  particule  e. 

Ceux  qui  ne  renferment  qu'un  seul  coefficient  différentiel  du  pre- 
mier ordre  seront  en  général  de  la  forme 

,    (il  .  ,  dm  ,  Il  dn 

A  —5     n.  -—•,     A   -pï 

dt  dt  dt 

dans  laquelle  A,  A',  A"  représentent  des  fonctions  de  /■;  mais,  relative- 
ment   aux  derniers,   nous   pouvons   tirer   immédiatement   l'une   des 

conclusions  annoncées  plus  haut  :  carie  terme  A' -^  change  de  signe 

avec— -Or  la  direction  positive  de  l'axe  des  m  se  comporte,  relati- 
vement à  un  point  situé  sur  l'axe  des  /,  absolument  de  la  même  ma- 
nière que  la  direction  négative;  et,  par  suite,  dans  le  cas  actuel,  où  les 
deux  points  se  trouvent  sur  l'axe  des  /,  il  n'y  a  pas  de  raison  pour 
qu'un  mouvement  dans  un  sens  ait  pour  conséciuence  une  autre  force, 
suivant  l'axe  des  /,  qu'un  mouvement  dans  l'autre  sens.  D'après  cela, 
ce  terme  doit  disparaître  de  l'expression,  c'est-à-dire  qu'on  doit  avoir 
A'  =  o.  On  peut  conclure  de  même  que  A"  =  o.  Des  trois  termes  précé- 

dents,  d  ne  reste  donc  cpie  A  — ■ 

La  même  chose  peut  se  dire  des  trois  termes 

.      d''l         .  ,    d-m  .  ,1  d-n 

^'d?'      ^.   T/,T'      ^'^' 

dont  les  deux  derniers  doivent  aussi  disparaître,  de  sorte  que  le  pre- 
mier reste  seul. 

Enfin,  pour  ce  qui  regarde  les  termes  qui  renferment  comme  facteurs 
les  produits  de  deux  coefficients  différentiels  du  premier  ordre,  égaux 
ou  inégaux,  et  dans  lesquels  entre  par  conséquent  l'un  des  carrés  ou 
des  produits  suivants  : 


fdiy         /dm  y         fdny        dt   dm        dl^  dn 
\dt)'       \dt)'       \d()'      dt    dt'      dtdl' 

Jown.  de  Math.  (3«  série),  tome  IV.  —  Mars  1878. 


dm  dn 
dt    dt  ' 
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Oïl  peut  appliquer  aux  leriues  qui  renferment  les  trois  derniers  pro- 
rluilsce  qui  vient  d'être  dit   En  effet,  ces  jModuits  changent  de  signe 

avec  ■""  et  -"■<  tandis  que,  dans  la  direction  des  m  ou  dans  celle  des  //, 

le  côté  négatif  se  comporte,  vis-à-vis  des  deux  autres  axes,  ;ihsolument 
de  la  même  manière  que  le  côlé  positif.  Des  ternies  affectés  de  ces  pro- 
duits ne  peuvent  donc  pas  entrer  dans  l'expression.  De  plus,  comme 
la  position  géométrique  des  axes  des  m  et  des  n  est  la  même,  i clalive- 

ment  à  l'axe  des  /,  les  carrés  f^j    et  (y|    doivent    avoir    le    même 

coefficient.  Les  termes  considérés  fourniront  une  somme  de  la 
forme 

que  nous  transformons  en 

A=e)'-A.[(,t)v(^)V(i)]. 

Aj  remplaçant  la  différence  A'.,  —  A3.  Mais,  si  nous  désignons  par  v  la 
vitesse  de  la  particule  e,  nous  aurons 


/(liy        fdmy        ldn\ 


de  sorte  que  la  somme  précédente  pourra  s'écrire 

A»r\ 


A=©'- 


Si  nous  composons  ensemble  tous  les  termes  qui  ne  renferment  que 
des  coefficients  différentiels  des  coordonnées  de  la  particule  c,  et  que 
nous  en  désignions  la  somme  par  L,,  il  viendra 

(8)  ,„=.A;^^A,S-.A.g)VA..=  . 

De  même,  nous  pourrons  écrire,  si  nous  désignons  par  L^,  la  somme 
des  termes  qui  ne  renferment  que   des  coefficients  différentiels  des 
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coordonnées  de  la  particule  e', 

Il  reste  encore  à  considérer  les  termes  qui  renferment  un  produit 
de  coefficients  différentiels  des  coordonnées  des  deux  particules, 
c'est-à-dire  un  des  produits  suivants  : 


dl  dl'        dm 
de    dl^        dt 

dm'        dn    dn' 
in"'       lit    HT' 

d-l  dm' 

dl'  dm        dl  dn' 

dl'  dn        dm  dn' 

dm'  dn 

dilii^ 

dl    dl  '       dt   dt  ' 

IftW       ~dt  Ht' 

UTTÎ 

Mais,  de  cette  circonstance  que  les  .six  derniers  produits  changent  de 

dm      dm'      dn      dn'  ,  , 

siene  avec   7-»    — — )   -ri    -r->  on  peut  de   nouveau  conclure,  comme 

=•  dt        dt       dt       dt  '  .  ' 

plus  haut,  que  les  termes  affectés  de  ces  produits  ne  peuvent  pas  entrer 
dans  l'expression  des  composantes  de  la  force.  Cette  même  conclusion 
n'est  pas  applicable  au  deuxième  ni  au  troisième  produit,  quoique  le 
changement  de  signe  y  ait  lieu  également-,  car,  quand  le  coefficient 

différentiel  —change  de  signe,  et  que,  par  suite,  la  particule  e  change 

de  direction  dans  son  mouvement  estimé  suivant  l'axe//?,  le  nouveau 
mouvement  se  comporte  à  la  vérité  de  la  même  manière  que  l'ancien, 
relativement  à  l'axe  /,  mais  il  se  comporte  autrement  relativen)ent  au 
mouvement  de  la  particule  e',  estimé  suivant  l'axe /«   et  exprimé  par 

7  •  Si  ces  deux  mouvements  avaient  lieu  d'abord  dans  le  même  sens, 
lit  ' 

ils  ont  lieu  maintenant  en  sens  contraire,  et  vice  versa.  Il  n'est  donc 
pas  nécessaire  que  les  coefficients  de  ces  deux  produits  soient  nuls, 
mais  il  faut  qu'ils  soient  égaux  entre  eux,  puisque  les  directions  m  et  fi 
ont  la  même  position  géométrique  par  rapport  à  l'axe  /. 

Si  nous  appelons  Lj  la  somme  des  termes  qui  renferment  des  coef- 
ficients différentiels  des  coordonnées  des  deux  particules,  il  résulte 
de  ce  qui  précède  que  nous  aurons 

,    dl  dl'  [dm  dm'        dn  dn'\ 

^''■~^>*dtirt'^^   \Tt   ~dr^~dtTtj' 

Nous  allons  procéder  à  la  transformation  de  cette  expression   d'une 

10.. 
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manière  analogue  à  celle  dont  nous  avons  déjà  (ait  usage.  Nous  écri 

rons 

_         rf/  dl'  1(11  dl'        dm  dm'         dn  dn'\ 

Jj3  =  As  —  — --i-A,| 


dt  dt     '        ■    \dt  dl  dt     dt  dt    dl  I 

en  posant  Ag  au  lieu  de  A'^  —  Ag.  Or,  si  s  désigne  l'angle  des  directions 
des  deux  particules  6  et  e',  on  a 

dl  dl'  dm  dm'         dn  dn'  , 

_  _  H ^.  =  i;(;    COS  £, 

dt  dt  dl     dt  dt    dl 

et  l'équation  précédente  s'écrira  par  suite 

(lo)  1.3  =  Ag^y^-^^  +  A„(v  cosc'. 

Nous  venons  de  déterminer  les  différents  groupes  de  termes  dont  la 
somme  forme  la  quantité  tout  entière  L,  qui  a  pour  expression 

(il)  L—j^-hL, +  1^2  +  1.3. 

Nous  pourrons  traiter  d'une  manière  analogue  les  composantes  de 
la  force  suivant  les  axes  m  el  «,  composantes  que  nous  représenterons 
par  M  ee'  et  N  ee'  ;  il  n'est  pas  nécessaire  que  nous  entrions  de  noiiseau 
dans  le  détail  du  procédé,  el  il  suffira  d'écrire  simplement  les  systèmes 
d'équations  qui  servent  à  la  détermination  de  M  et  N.  Ces  systèmes 
sont 

M,  ^B^  +B.  — -+B, 


(12) 


de  '    de-  -  dt   dt 

,-  ^    dm'         _     (t- in'         „   dl'  dm' 

M.  =  B3  --  +  B,  — —  +  Bj-  — -  , 

■"    dt  ^     dt'  ^  dt     dt 

^     dt  dm'        „    dt'  dm 
M3  =  Bb  -r  -t-  4-  B,  —  —  , 
'  "  dt    dt  '  dt   dl 


(,3) 


M 

=  M,  +M, +  M3; 

N. 

_    dn         _     d'n         ^ 

dt  dn 
Jl  Tt 

N, 

dn'               d^n' 

=  ^^'d-t'-^^-(tF-^^ 

dt'  dn 
'lit  lit 

Na 

_     dl  dn'        -,    dl'  dn 

^^'dtdt-^^'TtTt' 

N 

-N,  +  N,  +  N,. 

DÉDUCTION    d'un    NOUVEAU    PRINCIPE    d'ÉLECTRGDYNAMIQUE.  n"] 


§  V.  —  Expression  des  composantes  de  la  force  pour  un  système 
quelconque  de  coordonnées. 

Ayant  exprimé  les  trois  composantes  de  la  force  dans  un  système 
particulier  de  coordonnées,  il  nous  sera  facile  de  les  exprimer  dans  lui 
système  quelconque. 

Considérons  un  système  d'axes  rectangulaires,  dans  lequel  les  deux 
particules  d'électricité  ont  les  coordonnées  jr,j-,  zet  x',^',  z'.  Repré- 
sentons par  Xee',  Yee',  Zee'  les  composantes,  suivant  les  axes,  de 
l'action  que  la  particule  e  exerce  sur  la  particule  e;  il  s'agit  de  déter- 
miner les  quantités  X,  Y,  Z. 

Pour  exprimer  X,  désignons  par  [Icc],  [mx)^  [nx)  les  angles  que 
Taxe  des  x  fait  avec  les  axes  primitifs  des  /,  m  et  w,  nous  aurons  alors 

(i4)  X  =  Lcos(Zj:)  +  h\co^{mx)  -+-  N  cos  [nx). 

Mais  on  peut  aussi  exprimer  les  différentes  parties  constituantes  de  X, 
au  moyen  des  parties  correspondantes  de  L,  M  et  N.  Si  l'on  représente 
par  X,  la  somme  des  termes  de  X,  qui  ne  renferment  que  des  coeffi- 
cients différentiels  des  coordonnées  de  e;  par  X,  la  somme  de  ceux  qui 
ne  renferment  que  des  coefficients  différentiels  des  coordonnées  de  e'; 
par  X3  la  somme  de  ceux  qui  renferment  des  produits  des  coelficients 
différentiels  des  coordonnées  des  deux  particules,  X,  sera  donné  par 
l'équation 

(i5  X,  =  L,  cos(Zx)  +  M,  cos(raif)  4- N,  cos(«x), 

et  l'on  aura  des  équations  analogues  pourXo  et  X3. 

Si  l'on  remplace,  dans  l'équation  précédente,  L,,  M,  etN,  par  leins 
valeurs  données  dans  (8),  (12)  et  (i3),  et  si  l'on  tient  compte,  d^ns 
l'addition,  des  relations 

I    dl  ,  7     \  ( dm\  ,  dn  dx 

j    ;^^COS(Z^)+    (^-j    COs(mX,-h    ^COS,«X,=:    -, 

I  a' l  ,,     ,  d-m  ,  ,  d-n  ,  d'x 

I  -rr  co^(lxj-h  -—-  COS    nzx)  -h  j:r  cos  nx)  —  ^^} 

\  dt'  ^        '  dt-  ^  df  >         '  df 


il  viendra 


'  dt  dt'  -  de  dt 


d'I 

^dC 


^    A,  -  B,)  {j^f  4-  Ajt^^]  cos  (Ix). 

Nous  substituerons  à  cos(/j:)  sa  valeur  — >  eu  uiultipliaul  par- 
lons les  termes  <le  la  parenthèse  carrée,  et  laissant  a:  —  x'  en  facteur 
commun. 

En  outre,  nous  introduirons,  au  lieu  des  coeificients  difléieutieis  de 
/,  ceux  de  /•.  Nous  avons  déjà  dit  plus  haut  que  1»  distance  mutuelle, 
au  temps  /,  des  particules  e  el  e'  est  simplement  représentée  par  la  dif- 
férence /  —  /',  parce  qu'à  cet  instant  les  coordonnées  m,  n,  ni'  et  n'  sont 
nulles.  .Mais,  pour  différentier  r,  on  doit  partir  de  l'expression  générale 

r  =^  yj! l—  l'Y  -+-  (m  —  m")-  -h  {n  —  ri' )' , 

et  ce  n'est  qu'après  la  différentiation  qu'on  peut  faire 

m  —  m'  =:  n  —  «'  =  o. 

11  y  a  encore  à  observer,  relativement  à  cette  différentiation,  que  les 
coor  lonnées  /,  m  et  n  ne  varient  que  par  le  mouvement  de  la  parti- 
cule e;  /',  m,  n'  par  celui  delà  particide  e' ,  tandis  que  /varie  par  le 
mouvenient  des  deux  particules.  On  pourra  distinguer  les  variations 
de  r  qui  correspondent  à  ces  deux  mouvements  en  particulier,  en  re- 
gardant r  connue  fonction  des  deux  arcs  des  trajectoires  j  et  .s',  et 
ceux-ci  mêmes  comuie  fonctions  de  t.  Les  différentiations  qui  ne  se 
rapportent  qu'au  mouvement  de  la  parlicule  e  pourront  alors  s'ef- 
fectuer comme  il  suit  : 

d's  dt 


I  I     I         ,,-.dl  ,  dm         ,  ,    dn~] 

d'r/ds'\-  drd's  i    f   ,  ,,,'"  ,\  f^m  ,,  r 

d?[di)  -^ns-di'^-y^l'-^hi-^  "'-'">in+"-") '. 

I    r/'//\2  /r//7j\2  /r/,7\=    I 

-^7 LU)  -^-[de)  ^U;  I 
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Posant,  dniis  ces  équations,  m  —  m'  =«  —  /«'  =  o  et  Z  —  /'  =  r,  et, 
en  même  temps, 

on  obtiendra,  pour  les  coefficients  différentiels  de  /,  les  expressions 
suivantes  : 

(18) 


dt         ds  de 


,       ,  d'I  \dr  I    IdrY-         iT    I ds 


drd\s 
ds  dt' 


Substituons  ces  expressions  dans  (17),  en  y  remplaçant  v'  par  '' 


.dt) 

pour  l'uniformité,  et  désignons,  pour  abréger,  par  C,  C,,  Cj,  C3  les 
fonctions  de  r  qui  se  trouvent  entre  parenthèses  carrées  dans  cette 
équation,  elle  deviendra  ainsi 

-    d.v  d^x         ^    dr  dr  ds 


j4:7>[<='^>c.( 


"  ds  de    dt 


drd's  )  ,  ,. 

'  ds  dt'  \^  ' 


On  obtiendra  de  même 


,r  _    dx'         _.    f/',r'         _     dr  dx'  ds' 

X,  =  B3  —  4-  B,,  -—  -t-  B5  —  —  - 

■*   <U  '    dt'  *  ds    dt    dt 


_     f/r  d^  s'  1  ,  ,, 

+  C,-^-—     x  —  j:'  . 

Il  reste  encore  à  déterminer  les  quantités  X^;  on  devra,  pour  cela, 
remplacer,  dans  l'équation 

X,  =  r,jCOs(/a:j  -f-  MjCosl/rtx  i  -+■  N3  cos(7Jx), 
L3,  M3  et  N3  par  leurs  valeurs  (10  ,  (i2y  et   (i3).  Mais  si,  dans  lad- 
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dJtion,  on  a  égard  à  la  première  des  équations  (iG  j,  il  viendra 

^  fy    (il  d.v'  _     (II'  dr 

■*  "  </t  (It  '    de  de 

-f-  [(Ag  —  B,;  —  lî,)  -'!^  +  Ao  pp'cosE  I  cos  {Ijc), 
équation  qui,  conformément  à  ce  qu'on  a  vu  plus  haut,  peut  s'écrire 
X3  =  Bo  ^  ^  ^  +  «7  jy  Yt  77 


(aa)  .' 

Les  quantités  X,,  X.>,  X,  étant  connues,  on  obtiendra  X  par  l'équa- 
tion 

(23)  x="^-^  +  X,  +X, -f-X,. 

On  pourra  naturellement  représenter  de  même  les  quantités  Y  et  Z; 
on  n'aura,  pour  cela,  qu'à  changer,  dans  les  équations  précédentes, 
les  quantités  qui  se  rapportent  a  l'axe  des  jc  en  celles  qui  se  i  appoin- 
tent aux  axes  desj'  et  des  z,  sans  rien  modifier  à  celles  qui  se  rnp- 
|)orlent  à  r. 

Il  s'agit  actuellement  de  déterminer  les  fonctions  de  r,  qui  enirent 
dans  les  équations  (20),  (21)  et  (aa),  et  qui  sont,  jusqu'à  présent,  in- 
déterminées. 


§  VI.  —  Détermination  des  fonctions  qui  entrent  dans  Xo. 

Pour  déterminer,  tout  d'abord,  partiellement  les  fondions  qui  en- 
trent flans  l'expression  de  Xo,  nous  ferons  usage  de  la  proj)osilion  qui 
a  déjà  été  employée  dans  les  §§  II  et  III,  savoir  :  (\niin  courant  (jucl- 
ronqur  fermé  et  constant  dans  un  conducteur  fixe  n'exerce  aucune 
force  motrice  sur  l'électricité  an  repos. 

Imaginons  donc,  comme  au  §  II,  une  unité  d'électricité  positive  au 
repos,  au  point  .r,  j,  z,  et,  au  point  .r',  f,  z',  un  élément  de  courant 
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ds\  qui  se  compose  de  la  quantité  /iW/ d'électricité  positive  en  mouve- 
ment, et  de  la  quantité  li ch'  d'électricité  négative  an  repos.  Ces  deux 
quantités  d'électricité  exercent  sur  l'unité  d'électricité  au  repos  des  ac- 
tions dont  les  composantes,  suivant  l'axe  des  x,  sont 

h'ds'  r^— ^  +  X„^     et     -  hcts'"—^- 


La  somme  de  ces  composantes  est  la  composante,  suivant  le  même 
axe,  de  l'action  exercée,  par  l'élément  du  courant,  sur  l'unité  d'élec- 
tricité, composante  que  nous  représenterons,  comme  plus  haut,   par 


Tids'.  Nous  aurons  donc 
as 


~  ds'  =  h'ds'X^. 

as 

expression  dans  laquelle  nous  devrons  remplacer  Xo  par  sa  valeur  (2 1). 
Mais  en  même  temps  nous  écrirons,  au  lieu  de 


dx'  d^  x' 

-r     et    -TT-' 

dt  df 


les  expressions  équivalentes 


dx'  ds'  d-x  I  ds'\-         dx'  d- s' 

et 


ds'   dt  ds'-    \  dt  I  ds'    dt'' 

et  nous  pourrons  faire  -—  =  o,  à  cause  de  l'hypothèse  que  le  courant 
est  constant.  Nous  obtiendrons  ainsi 

|rf/=w/([B.j;+c.(^-x')|]|' 

+[c.S+c.(|,)Vc,](.-.i|(|y). 

Cette  expression,  intégrée  pour  un  courant  fermé  quelconque,  doit 
donner  une  valeur  nulle,  d'après  la  proposition  précédente.  Mais,  si 
l'intégrale  de  l'expression  complète  doit  être  nulle,    quelle  que   soit 

Journ.  de  Math.  (3^  série),  tome  IV.  —  Mars  1878.  I  ' 
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l'intensité  du  courant,  il  faut  que  les  intégrales  des  ternies  multipliés 

par -^  et  par  i-j-\    soient  ludles  séparément.   Les  expressions  entre 

parenthèses  qui  forment  ces  termes  doivent,  d'après  cela,  être  des 
coefficients  différentiels  complets  par  rap|)ort  à  s\  sans  qu'il  soit  né- 
cessaire d'admettre  une  relation  particulière  entre  r  et  jc'. 

Pour  que  la  première  expression  soit  une  différentielle  complète  par 
rapport  à  s',  il  faut,  comme  on  le  voit  immédiatement  à  l'inspection  do 
sa  forme,  qu'elle  soit  égale  à 

et  pour  cela  il  est  nécessaire  que  l'équation 

(»5)  '^.=  -? 

soit  vérifiée. 

De  même,  si  l'on  considère  les  ternies  de  la  seconde  expression  qui 
renferment  des  coefficients  différentiels  du  deuxième  ordre,  on  voit 
immédiatement  qu'elle  doit  être  identiquement  égale  au  coefficient 
différentiel  suivant  : 


(h'  L     '  fis'  ^  ^  '  fis'  y 


,    et,  pour  que  cette  condition  soit  remplie,  il  faut  que  les  équations 


ctr 


(=6)  1  c.  =  „^ 

C,  =.  o 
se  vérifient. 


De  cette  manière,  les  sept  fonctions  indéterminées  qui  entrent  dans 
l'équation  (ai)  se  réduisent  à  trois,  et  cette  équation  peut  s'écrire 


X   =  -  '^ 


>J) 


'.r — j:']]fls'  fl   F,,    tt>-'         ^,    /  ,\  fir^    l'tls'X'- 


[       fix'  ,     ,  ,    flr  1  fl' 

1^4  -^   -+-  <■'=  (•'-'  -  ^)  — 


ils'     flr 
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§  VII.  —   Détermination  des  fonctions  qui  entrent  dans  \i. 

Pour  traiter  la  quantité  X,,  "nous  pouvons  faire  usage  d'une  propo- 
sition expérimentale  analogue  à  la  précédente,  savoir  :  (\uune  quan- 
tité d'électricité  en  repos  n'exerce  aucune  action  sur  un  courant  quel- 
conque Jeriné  et  constant  qui  se  meut  dans  un  conducteur  en  repos. 

Cette  proposition  a  besoin  de  quelque  éclaircissement.  Lorsque  de 
l'électricité  d'une  certaine  espèce,  par  exemple  de  l'électricité  positive, 
se  trouve  accumulée  en  un  lieu,  celle-ci  exerce  par  influence  une  ac- 
tion électrostatique  sur  tout  corps  conducteur  placé  dans  son  voisi- 
nage, et  le  conducteur  du  courant  galvanique  doit  naturellement 
aussi  subir  cette  action.  La  proposition  précédente  exprime  seulement 
qu'en  dehors  de  cette  action  il  n'en  subit  pas  encore  une  autre,  occa- 
sionnée par  ce  courant,  et  dépendant,  par  suite,  de  l'intensité  de  celui- 
ci.  Il  faut  encore  remarquer,  à  ce  sujet,  que,  si  un  courant  galvanique 
fermé  subissait  une  semblable  action,  un  aimant  devrait  la  subir  aussi. 
Mais  on  a  toujours  observé  que  l'électricité  au  repos  agit,  sur  un  ai- 
mant au  repos,  de  la  même  manière  seulement  que  sur  un  morceau 
de  métal  non  magnétique  de  la  même  grandeur  et  de  la  même  forme. 
On  n'hésitera  donc  pas  à  considérer  la  proposition  précédente  comme 
bien  établie  par  l'expérience. 

Pour  l'appliquer,  imaginons,  au  point  x' ,j\  z\  une  unité  d'électri- 
cité en  repos,  et  au  point  .x",  j',  z  un  élément  de  courant  ds,  qui  ren- 
ferme la  quantité  d'électricité  en  mouvement  hds,  et  la  quantité  d'élec- 
tricité en  repos  —  hds.  Les  composantes,  suivant  l'axe  des  x,  des 
actions  que  ces  deux  électricités  subissent  de  la  part  de  l'unité  d'élec- 
tricité au  repos  sont 

lids{''—^-^y.\     et     -hds 


D'après  cela,  la  composante  de  l'action  que  l'élément  de  courant 
subit  de  la  part  de  l'unité  d'électricité  sera  représentée  par  le  produit 
hdsXt,  dans  lequel  nous  aurons  à  remplacer  X,  par  l'expression  (20). 

II.. 
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*/Mivf>nii      nii    lion  rlp 

(h 


1  II''''»  '^'^ 

Et  SI,  en  même  temps,  nous  écrivons  de  nouveau,  au  lieu  de  -^  et  —  • 


ilx  ds 
ds  dt 


d's 


iPx  j'ds\  '        d.T  d's 
r/i-    \dlj  ds  df 


et  que  nous  posions—  =  o,  puisque  le   courant  doit  être  conslant, 
celte  expression  deviendra 

De  là  nous  pouvons  tirer  des  conclusions  tout  à  fait  analogues  à 
celles  du  paragraphe  précédent.  En  effet,  si  l'unité  d'électricité  ne  doit 
exercer,  sur  le  courant  tout  entier,  aucune  action  dirigée  dans  le  sens 
de  l'axe  des  x,  l'intégrale  de  cette  expression,  étendue  à  tout  le  cou- 
rant, doit  être  nulle,  et  l'on  en  conclut  les  équations  suivantes,  ana- 
logues à  celles  (aS)  et  (26),  qui  précèdent, 

/    ,>\  ^  dB        „  ''B,         ,-,  „  dC,         ,, 

(28)  C=— ,     B..=  — ^-f-C|,     C..=z-:j^,     C:,=o. 

^       '  dr  '         dr  dr 

En  outre,  on  peut  tirer  d'autres  conclusions  dans  le  cas  actuel.  La 
proposition,  en  effet,  ne  dit  pas  seulement  que  l'unité  d'électricité  ne 
tend  à  mouvoir  le  courant  dans  aucune  direction,  mais  encore  qu'elle 
ne  tend  à  le  faire  tourner  autour  d'aucun  axe,  et  de  là  on  peut  encore 
déduire  certaines  équations. 

(domine  le  choix  de  l'axe  est  arbitraire,  nous  prendrons  pour  tel  la 
droite  menée  par  le  point  x',  }',  -■',  parallèlement  à  l'axe  des  s.  Déter- 
minons le  moment  de  rotation  autour  de  cet  axe.  L'expression  précé- 
dente de  la  composante,  suivant  l'axe  des  a*,  de  l'action  que  l'élément 
de  courant  ds  subit  de  la  part  de  l'unité  d'électricité,  peut  se  mettre, 
en  vertu  des  équations  (28),  sous  la  forme 

,  ,  dP 
Il  fis  —  ) 
ds 
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clans  laquelle  P  est  une  quantité  déterminée  par  l'équation  suivante  : 
(.9)         P  =  B{.--x-)^;+[B,|^C,(.-..)gg)-. 

De  même  on  a,  pour  la  composante  de  celte  force  suivant  l'axe  desj^-, 
l'expression 

ils 

dans  laquelle  Q  est  déterminé  par  l'équation 

(3„,     Q  =  B,^-/)*  +  [B,|Vc,(r"r')g(S)- 

De  là  résulte,  pour  le  moment  de  cette  force  autour  de  l'axe  considéré, 
l'expression 

Or,  si  l'unité  d'électricité  en  repos  ne  tend  pas  à  faire  tourner  un 
courant  fermé,  l'intégrale  de  cette  expression  doit  être  nulle  pour  tout 
courant  fermé;  mais  cette  expression  peut  s'écrire 

hi\!.oc~  X)  Q  -  (7  -f)V]  ris  -  h  (Q  J  _  P  |)  ,/., 

et,  comme  le  premier  terme  est  une  différentielle  exacte,  qui  donnera 
une  valeur  nulle  par  l'intégration,  il  faut  que  le  second  donne  aussi 
une  valeur  nulle.  Celui-ci,  si  l'on  y  remplace  P  et  Q  par  leurs  valeurs 
(29)  et  (3o),  prend  la  forme 

et  l'on  voit  immédiatement  que  cette  expression  n'est  pas  une  diffé- 
rentielle exacte,  et  que,  par  suite,  son  intégrale  ne  peut  être  nulle,  pour 
tout  courant  fermé,  que  si  le  second  facteur  entre  parenthèses  carrées 
devient  lui-même  nul  ;  mais,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  indépendamment 
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de  l'intensité  du  courant,  il  faut  que 

(3i)  B  =  o     et     C,  ^o. 

Si  l'on  combine  ces  équations  avec  celles  données  sous  le  numéro  (28), 
ces  dernières  deviendront 

(Sa)  C  =:  o,      B,  ~  — -i,     Co  ==  0,      C3  =  (). 

De  cette  mnuière,  les  sept  fonctions  indéterminées  qui  entrent  dans 
X,  se  réduisent  à  une  seule,  et  l'équation  (20)  se  transforme  en 

(33)         ^.=s(B.:ï)(5T-''.tS- 


§  VIII.  —  Détermination  fies  Jonc  fions  qui  entrent  ({ans  X;,. 

Pour  déterminer  les  fonctions  qui  entrent  dans  l'expression  de  X.,, 
nous  considérons  l'action  mutuelle  de  deux  courants  qui  ont  lieu  dans 
des  conducteurs  en  repos. 

Soient,  aux  points  x,  y^  z,  et  x',  j',  z',  deux  éléments  de  courant 
ris  et  ds',  qui  renferment  les  quantités  d'électricité  en  mouvement  Iids 
et  h'ds' ,  et  les  quantités  d'électricité  en  repos  —  hds  et  —  h'  ds' .  Pour 
déterminer  l'action  que  l'élément  de  courant  ds'  exerce  sur  l'élément 
ds,  nous  avons  à  considérer  les  actions  que  la  quantité  d'éleclricité  hds 
subit  de  la  part  de  h'ds'  et  de  —  h'ds',  et  celles  que  la  quantité  d'élec- 
tricité —  hds  subit  également  de  la  part  de  celles-ci.  Les  composantes, 
suivant  l'axe  des  x,  de  ces  quatre  forces,  sont 


hh'rlsds'  ('^-77^'+  X, 
hh'dsds'[~j^-\-xX 


lih'dsds' 
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Leur  somme  donne,  jjour  !a  composante,  suivant  l'axe  des  x,  de 
l'action  que  l'élément  de  courant  ds'  exerce  sur  l'élément  ds,  le  pro- 
duit 

hli'  ds  ds' \.i , 

dans  lequel  X,  doit  être  remplacé  par  sa  valeur  (22). 

Mais,  auparavant,  nous  donnerons  à  cette  dernière  une  forme  plus 
commode  pour  l'intégration.  Nous  pouvons  remplacer  la  quantité 
cos£,  qui  y  entre,  par  un  coefficient  différentiel.  De  l'égalité 

on  tire,  en  effet,  par  une  double  différentiation, 

10 /\  ({'{r']   /(Ix  el.r'         cly  dy'         dz  dz' 


dsds'  \ds    di'         ds   ds'  ds  ds' 


ou,  comme  l'expression  entre  parenthèses  n'est  autre  que  cos  £, 

(35)  ^^''--ZTîJdP- 

Si  nous  remplaçons  cose  par  celte  valeur,  et,  en  même  temps,  —  et 

dx'  dx  ds     d.r'      ds'  .  ,  ,  ,  »     »  i       .       i  »  ' 

-r-  par  —  y  -jji  — )  contme  dans  les  paragraphes  précédents,  1  équa- 
tion (22)  s'écrira 

ds  ds'  (        dr  dx'         _     dr    dx 

3^)       ^^  =  ic^tr'dsd7-^^-'d7d^ 


|_     ^  ds  ds'         2      "  ds  ds'  J 


^   .  »         1  y     .     „    dr  dr 

Il  s'agit  d  en  faire  disparaître  le  produit  t-^s^  ^• 

Dans  ce  but,  introduisons  une  fonction  E  de  r,  liée  à  C^  par  la  re- 
hition 

E=  frdr  f^dr, 
de  laquelle  résultent 

idE  _  rc,  ,      ^^    ^,£  /j.  ^\  _  (^ 

r    ilr  J     /■  dr  \r    dr  j 
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Si  nous  différentions  cette  fonction  E  par  rapport  à  j  et  s\  nous  pour- 
rons donner  à  ses  coefficients  différentiels  les  formes  suivantes  : 


dE  _dE  fir  _  J_  fJE   d{r'\ 

ds         dr   ils         ir  tir      ds 

rf'E     _  J^  dE  d'jr')         l  £    (l  !^ 
ds  ris'         ir   dr  ds  ds'         2  dr   \r    dr 

I     ^E   rf'C-')  .^    dr  dr 

lr  dr   dsds'  ^  ds  ds' 


\    dr   djr^ 
)  ds'      ds 


et  nous  obtiendrons  par  là 

dr  dr  __  1     dE  rf'(r=)  _^    d-E 

*  ds  ds'  'ir  dr   dsds'    '     dsds' 

Si  l'on  remplace  cette  valeur  de  Cs  —  ^,  dans  lequafion  (36),  et  que 
l'on  dénote,  pour  abréger,    par  E,    l'expression 

_1(C  -i^V 

2  \^'         r    dr  ) 

il  viendra 

,„  ,,  ds  ds'  i  ^    dr  dx'         _,     dr  d.v         r„    d'ir']  rf^E  1   ,  ,.] 

En  outre,  on  peut  poser 

d'E  .  ,.  _  (^[E(.r  — x')]        dE  dx'        iFE  dx 

dsds'  ^  '  dsds'  ds    ds'         ds'  ds  ' 

el  si  l'on  écrit,  pour  abréger, 

B,  +  f=E„     B,-'^=E3, 

dr  dr 

l'équation  (87)  deviendra 

'  dt  dt  [       ^  '  dsds'  ds  ils  ds   ds  dsds         ) 

Nous  aurons  à  nudtiplier  cette  expression,  ainsi   transformée,  de  X., 
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par  hh'dsds\  pour  obtenir  la  composante,  suivant  l'axe  des  :r,  de  l'ac- 
tion que  l'élément  de  courant  cls'  exerce  sur  l'élément  ds. 

Si,  pour  obtenir  la  composante,  suivant  cet  axe,  de  l'action  que  le 
courant  s'  tout  entier,  supposé  fermé,  exerce  sur  ds^  on  effectue  l'inté- 
gration par  rapport  à  s',  il  se  présentera  quelques  simplifications.  Le 
dernier  terme  de  l'expression  précédente  est,  en  effet,  un  coefficient  dif- 
férentiel par  rapport  à  s';  l'avant-dernier  renferme  le  facteur  — ?  in- 
dépendant de  y,  et  qui  peut  être  regardé  comme  constant  dans  l'in- 
tégration, et  son  autre  facteur  E,  -~t  est  de  nouveau  un  coefficient 
"  as 

différentiel  par  rapport  as  .  Ces  deux  termes  donnent  donc  une  valeur 
nulle,  lorsqu'on  intègre  relativement  à  un  circuit  fermé,  et  il  reste 

(39)  hh'ds  fx,ds'  =  /di'^^ds  f\EJœ  -  x')PPf  -hE."^"  "^hs'. 

^    '"  J  (k    dt        J    \^       ^  '  as  as  '  ds  ds   J 

Si  l'on  intègre  encore  cette  expression  par  rapport  à  i',  on  aura  la 
force  avec  laquelle  le  courant  s' tend  à  écarter  le  courant  s  tout  entier 
dans  le  sens  de  l'axe  x.  Cette  intégration  fait  de  nouveau  disparaître 
un  terme  dans  le  cas  où  le  courante'  est  aussi  fermé.  Dans  le  terme 

E,  —  -7T'  le  facteur -7T  est,  en  effet,  indépendant  de  s,  et  l'autre  facteur 

"  ds  ds  ds'  '  ' 

dr  ,  ■  , 

E^  —  )  étant  un  coelficient  différentiel  par  rapport  à  s,  donne   un   ré- 
sultat nul,  par  l'intégration.  On  a  donc 

(40)  /./.'  //x,  dsds'  =  /.//  %  '^ffE,  (.  -  X')  tSÇl dsds'. 

Nous  pourrons  comparer  ce  résultat  avec  une  conséquence  parfai- 
tement établie  de  la  théorie  d'Ampère,  puique  cette  théorie  peut  être 
considérée  comme  tout  à  fait  irréprochable,  en  tant  qu'elle  se  rapporte 
aux  actions  exercées  par  des  courants  fermés  les  uns  sur  les  autres. 
Or,  d'après  cette  théorie,  la  force  avec  laquelle  un  courant  fermé  s' 
tend  à  mouvoir  un  autre  courant  fermé  s,  dans  le  sens  de  l'axe  des  x, 
est  donnée  par  l'expression 


'^"'  /   I  ' — ^coszdsds', 
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dans  laquelle  i  et  /'sont  les  intensités  des  deux  courants,  et  ^- une 
constante.  Si  l'on  remplace,  dans  cette  expression,  i  et  i' par /< -r  et 
/«'-—>  etcoss  par — -r!' conformément  à  l'identitéi' 35  i,  elle  prendra 

t/t  '  2    (hdi  V  '  I 

la  forme 

dt  dt  J  J    ir^^  '  dsds 

et,  en  la  comparant  avec  l'expression  (4o),  on  voit  qu'il  faut  que 

(40  E,  =  —3. 

Pour  déterminer  encore  l'autre  fonction  Eo,  qui  entre  dans  (Sg), 
nous  ferons  usage  de  cette  proposition,  bien  établie  par  l'expérience, 
savoir  qu'un  courant  galvanique  fermé  et  constant,  qui  a  lieu  dans  un 
conducteur  en  repos,  ne  tend  pas  à  modifier,  en  intensité,  un  autre 
courant  gah'aniquejenné  qui  a  lieu  dans  un  conducteur  en  repos. 

L'ex|iression  (39),  qui,  après  la  substitution  de  la  valeur  trouvée 
pour  E,,  s'écrit 

/,/,  'Il  '!f  ds  fY—/'  ÇÇ!  +  E,. ^^  '-^1  ds', 

■    dt  dl         J   \_       2/-^  dsds  ds  ds  J         ' 

représente,  d'après  ce  que  nous  avons  vu,  la  composante,  suivant 
l'axe  des  x,  de  l'action  que  le  courant  fermé  s'  exerce  sur  l'élément 
de  courant  ds,  c'est-à-dire  sur  les  deux  quantités  d'électricité  hds 
et  —  hds  qui  se  trouvent  dans  l'élément  de  conducteur  ds.  Or  la 
quantité  d'électricité  négative  —  hds  est  en  repos;  et,  d'après  la  pro- 
position dont  il  a  été  fait  usage  au  §  VI,  le  courant  galvanique  fermé 
ne  peut  exercer  aucune  action  sur  l'électricité  en  repos.  D'après 
cela,  l'expression  précédente  peut  aussi  s'entendre  en  ce  sens  qu'elle 
représente  la  composante,  suivant  l'axe  des  .r,  do  l'action  que  le  cou- 
rant jermé  s'  exerce  sur  la  quantité  d'électricité  hds  qui  se  trouve  dans 
l'élément  de  conducteur  ds. 

Pour  pouvoir  représenter  également,  d'une  manière  commode,  la 
coni[)osante  de  cette  force  qui  est  dirigée  suivant  l'élément  ds,  et  qui 
tend,  par  suite,  à  augmenter  l'intensité  du  courant,  nous  donnerons 
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une  forme  un  peu  différente  à  notre  expression.  De  l'égalité 


on  tire 


(42) 


/  =  =[a:  —  x')-  -h  (/  —J'Y  +  (z  —  z')- 

-T-^  =  2{X-  —  se')  , 
\  dx  ds  'I'' 


ds' 


dx' 


Éliminant  x  —  x'  et  -jt  ^^  l'expression  précédente,  au  moyen  de  ces 
relations,  en  écrivant ~  au  lieu  de  '—■,  celle-ci  devient  : 

ir     ds  ds 

1 A //  'Il  'il'  ^ç  rr ^  i^  "^   ^  ^  '^^('"''  i^c' 

4""    dtdt"^Jl,^    dx     dsds'  r      ds     dxds'T^- 

Pour  obtenir  maintenant,  au  lieu  de  la  composante  de  la  force  sui- 
vant l'axe  arbitraire  des  X,  la  composante  dirigée  suivant  l'élément  ds, 
il  suffira  de  remplacer  les  coefficients  différentiels  par  rapport  à  x  par 
les  coefficients  correspondants  relatifs  à  s,  et  l'on  aura 


I    ,  ,  ,  ds  ds' 

y  hh  — 

4  dt 


?*/[ 


/•  d[r-')  d'[r') 
r^     ds     dsds' 


r     ds     dsds'  \        ' 


OU,  plus  simplement, 

8  dt  dt         J    yr'  rj   ds'  L    '^^  J 

Cette  expression  représente  la  force  qui  agit,  dans  un  seul  élément 
ds,  dans  le  sens  de  l'accroissement  de  l'intensité  du  courant.  Pour  que 
celle-ci  reste  constante,  il  faut  que  l'intégrale  de  cette  expression, 
étendue  à  tout  lecii'cuit  fermée',  soit  nulle.  L'intégrale  relative  à  s'. 


/(p-^-),4[^'p. 


qui  entre  déjà  dans  l'expression,  et  qui  multiplie  l'élément  ds,  doit 
donc,  ou  bien  être  un  coefficient  différentiel  par  rapport  à  s,  ou  bien 

12.. 
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être  nulle.  Et,  comme  la  première  de  ces  conditions  ne  peut  èire 
remplie  par  aucune  forme  de  la  fonction  Ej  de  r,  on  devra  déterminer 
celle  dernière  de  telle  sorte  que  l'intégrale  soit  nulle,  ce  qui  exige  qu'on 
ait 

r"  ~  7 


c, 


c  désignant  une  constante;   car  ce  n'est  qu'à  cette  condition  que  la 
quaulité  sous  le  signe  intégral  est  une  différentielle  exacte,  el  que  l'in- 
tégrale peut,  par  suite,  être  nulle  pour  tout  circuit  fermé. 
De  cette  relation,  il  résulte 

E,,  =  ;3-rr; 

mais,  comme  le  terme  — cr  donnerait,  dans  l'expression  de  X3,  un 
terme  qui  croîtrait  en  même  temps  que  r,  et  qu'un  pareil  terme  ne  peut 
entrer  dans  l'expression  de  la  composante  de  la  force,  la  constante  c 
doit  élre  nulle,  et  l'on  obtient  ainsi  pour  E^  l'expression 

(43)  E,  =  ^,. 

Des  quatre  fonctions  indéterminées  der,  qui  entraient  dans  l'expres- 
sion (38)  de  Xj,  il  y  en  a  donc  deux  qui  sont  déterminées;  et,  si  on 
les  remplace  par  leurs  valeurs  dans  l'équation  (38),  celle-ci  devient 

,.,,       -,  \l'\x  —  -i^'l   <i'{'^)         I'    àr  d.r'         _    dr  dx        d'\Y.{.v  —  T')'\\ds  ds' 

(44 )  j  —  1        —^         i/ft/i'  "^  r'  dsd?  '^    '^dl'ds'^  dsd?        Slt  Ift' 


§  IX.  —  AppUcalion  des  lois  relatives  à  l'induc/ion. 

Jusqu'à  présent,  nous  n'avons  considéré  que  des  courants  constants 
dans  des  conducteurs  au  repos  ;  nous  allons  maintenant  laisser  de  côté 
la  restriction  relative  à  la  constance  du  courant,  et  supposer,  en  outre, 
que  le  conducteur  j  se  meuve.  Pour  plus  de  simplicité,  nous  suppo- 
serons toutefois  que  le  conducteur  ne  change  pas  de  forme,  cl  qu'il  se 
meut  seulement  parallèlement  à   lui-même,  de  sorte  que  tous  ses  élé- 
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inents  parcourent,  pendant  l'élément  de  temps  dt,  un  même  élément 
de  chemin  da  dans  une  même  direction. 

Dans  ce  cas,  chaque  particule  d'électricité  positive,   qui  se  trouve 
dans  le  conducteur  s,  est  animée  à  la  fois  de  deux  mouvements,  celui 

qu'elle  a  dans  le  conducteur,  et  dont  la  vitesse  est  — ?  et  celui  du  con- 

»  dt 

ducteur  lui-même,  dont  la  vitesse  est  —  -  Il  s'ensuit  que  les  coefficients 

différentiels,  par  rapport  au  temps,  qui  sont  relatifs  au  mouvement  de 
cette  particule  d'électricité,  doivent  maintenant  être  exprimés  autre- 
ment que  nous  ne  l'avons  fait  plus  haut.  Au  lieu  d'une  expression  de 
la  forme 

rfU   ds 
ds    dt 

dans  laquelle  U  désigne  une  quantité  qui  dépend  de  la  position  de  la 
particule  d'électricité,  nous  aurons  à  poser 

rfU  ds         '/U  dfj 
ds    dt    '     da   dt  ' 

et,  au  lieu  d'une  expression  de  la  forme 


^/      ^\     fds 
ds  \      ds  J    \dt 


dV  d's 
ds    dt' 


dans  laquelle  V  désigne  une  seconde  quantité  qui  dépend  de  la  position 
de  la  particule  d'électricité,  nous  devons  poser 


'dlj    [dtj    '^  \_da  \       ds)   '^  ds   \       dajjdt  dt  d,7  \      d(7     \dt) 


,^d\J  d's        _r  '/U  d'<T 
ds    dt^  du    dC- 


Si  nous  cherchons  à  déterminer  la  composante,  suivant  l'axe  des  x, 
de  l'action  que  la  particule  d'électricité  positive  h'ds',  qui  se  trouve 
en  ds',  exerce  sur  la  particule  d'électricité  positive  hds,  qui  se  trouve 
en  ds,  nous  aurons  à  former,  comme  plus  haut,  pour  exprimer  cette 
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composante,  l'expression  générale 


■'(^  +  X.  4-X,  +  X3), 


dans  laquelle  X,,  X„  etXj  devront  être  remplacés  par  les  expressions 
(33),  (27)  et  (44)>  après  que  nous  y  aurons  fait  les  modifications  que 
nous  venons  d'indiquer,  ce  qui  donnera 


(45) 


(46) 


(47) 


(la  de  ' 


-^ïï;[^'Tj)[d-c)+^'dJd7'-^^' 

^'  -  ds-  d,   +  ./.'  L     ■'  ^/^'   ^      '  ^  ^  ^  <ls'j   \di) 

[_,     dx'  _     ,  ,,    f/r'l  rf'i' 

B,^  +  C,(x-x');^J-,-, 

(/'x—  x'I  rf'C^i  /<  dr  d.r'  _     r/r  f/.r  f/^fELr  —  a-' il  )  «it  rf/ 

^         (        2/-'         dsds'  r»  rf^  f/j'  '  c/i'  f/^  '            rf^f/i'          )  dl  dc 

j/  .-•  — .r')  ^•(/■2)  /.   dr  d.r'  dr  d.t  rf=[Efj:  —  x')]  )  </(r  rfi' 

)        2/-^        ^(7  fi?/  r'  d<j  ds'  ^  ds'  dn  dads'          \  dt   dt 


Si  nous  cherchons,  en  outre,  à  déterminer  la  composante,  suivant 
l'axe  des  jr,  de  l'action  que  la  particule  d'électricité  négative  —  h'ds', 
qui  se  trouve  en  ds',  exerce  sur  la  particule  d'électricité  positive  hds, 
qui  se  trouve  en  ds,  nous  n'aurons  qu'à  remplacer,  dans  l'expression 

ds' 

précédente,  h'ds'  par  —  Ji'ds',  et   à   faire  en   outre  —  =  0,    puisque 

l'électricité  négative  qui  se  trouve  en  ds'  est  en  repos.  On  trouvera 
ainsi  Xn  =  o  et  X3  =  o,  tandis  que  X,  ne  changera  pas.  L'expression 
de  celte  composante  se  réduit  donc  à 


hh'dsds' 


X,). 


De  là  résulte,  pour  la  composante,  suivant  l'axe  des  x,  de  l'action  que 
la  quantité  d'électricité  positive  hds,  qui  se  trouve  en  ds,  subit  de  la 
part  dc  l'élément  de  courant  ds\  c'est-à-dire  des  deux  quantités  d'élec- 
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tricité  h'ds  et  —  h'ds'  à  la  fois,  l'expression 

hh'dsds'[lL.-h'^,). 

Si  l'on  intègre  cette  expression  par  rapport  à  /,  on  aura  la  compo- 
sante, suivant  l'axe  des  x,  de  l'action  que  la  quantité  d'électricité  po- 
sitive hds,  qui  se  trouve  en  ds,  subit  de  la  part  du  courant  s'  tout 
entier;  et,  si  nous  représentons  cette  composante  parXAf/^,  nous  au- 
rons donc  l'égalité 

(48)  3L*  =  /j7(X2  +  X3)A', 

dans  laquelle  on  devra  substituer  à  X2  et  X3  leurs  expressions  (46)  et 
(47).  Si  l'on  effectue  l'intégration,  tous  les  termes  de  ces  expressions, 
qui  ont  la  forme  de  coefficients  différentiels  par  rapport  à  ds' ,  donne- 
ront zéro,  et  peuvent,  par  conséqvient,  être  supprimés;  on  aura 
ainsi 

,  ,     ,  I       *  1  it<ls  (h'    ry X  —  x'  d-{r']  I    dr  flx'^     ,  , 

\  ^  ^'*  dt    dl  j   l    2/-=      dads'  +  r'^  <h  cts'j  ^*  • 

On  peut  transformer  cette  égalité  au  moyen  des  équations 

,  dr  dx'  I  d' ir''] 

X  —  X  —  r—     et     -77-= -j—Ti  ■> 

d.v  as  2  dxds 

données  au  paragraphe  précédent;  elle  devient  alors 

'  r  —  ■  /'  i^  C[—  R  ^^^     r  —  ^^1  d  ' 

I    '            2        dt'  J   \_          ^  dxds'             '  d.r    ds'   J 
d-    rf' 


(5o; 


i  AA'  '^  '4f\--^pç,+^  pç;]  ds' 

2  de   dt  J    \_        dx    dsas  ds    dxds  J 

L  kh'  —  —  fï—  —  ^^  -f-  -^  f^l  ds' 

2.  dt    dt  J    \_         dx   dads'  d<j    dxds' ^ 
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Pour  déduire  de  cette  expression,  relative  à  la  direction  jc,  l'expres- 
sion correspondante  relative  à  la  direction  de  l'élément  ds,  nous 
n'aurons  de  nouveau  qu'à  changer  les  coefficients  différentiels  par 
rapport  à  x  en  ceux  par  rapport  à  s.  Alors  les  deux  termes  qui  figurent 
dans  la  secoude  intégrale  se  détruisent,  et  nous  obtenons,  en  désignant 
par  (Blids  la  composante,  suivant  la  direction  de  l'élément  Hs,  de 
l'action  que  la  quantité  d'électricité  hch  subit  de  la  part  du  courant/, 
l'égalité 


B. 


ip:,") 


(5. 


'^"■'m- 


2  (/C    dt  J    |_ 


r   d'-  iV') 
ds   da  ds' 


dr  d\r 
'  ds  ~dP 

ds 


^ds' 

tr    dsdi' J 


Le  produit  ièds  est  ce  qu'on  appelle  \a  Jbrce  électromof.'ice  induite 
dans  l'élément  de  conducteur  ds,  et,  par  suite,  l'intégrale  f^ds  est 
la  force  électromotrice  induite  dans  le  courant  *  tout  entier. 

L'intégration,  effectuée  par  rapport  à  s,  fait  de  nouveau  disparaître 
un  terme.  Si  nous  considérons  en  effet  l'intégrale  double 


//ï 


ds   dads' 


dsds' , 


il  est  à  remarquer  que  la  quantité 


d'{r^]  ■_  /dx  dx 

dads"  \  drj  di' 


cly  dy 

du  ds' 


dz   dz 
d<7  ds 


0' 


que  nous  pouvons  également  représenter  par  —  acos  {g s'),  si  {es') 
désigne  l'angle  compris  entre  l'élément  de  chemin  dtj,  parcouru  par  ds, 
et  l'élément  de  courant  <fj' est  indépendant  de  s,  puisque  le  conduc- 
teur v  se  meut  tout  entier  parallèlement  à  lui-même,  et  que  tous  ses 
éléments  se  meuvent,  par  suite,  dans  la  même  direction.  On  peut  donc 
écrire  l'intégrale  précédente  sous  la  forme 

dL 


J  dads' J    ds 
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L'intégralion   relative  à  s  s'effectue   ici  immédialemciit,  et  donne  un 
résultat  nul  pour  un  courant  fermé. 

Considérons  maintenant  l'autre  intégrale  double 


// 


7  dsds'; 


(la    lix  ds' 

puisque  le  coefficient  différentiel '—^5  qui ,  en   vertu   de   l'équation 

(35),  est  égal  à — acose,  ne  varie  pas  pendant  le  mouvement  du 
conducteur  s,  et,  par  suite,  est  indépendant  de  c,  nous  pourrons 
poser 

''" ■  n^!!^)], 

[_/■    ds  ch'  ^ 


d'{r')  _    d 
ds    ds  ds'  da 


et  puisqu'en  outre  la  quantité  cr,  par  rapport  à  laquelle  la  différenlia- 
tion  doit  être  effectuée,  est  indépendante  des  quantités  s  et  s',  par 
rapport  auxquelles  nous  aurons  à  intégrer  toute  l'expression,  nous 
pourrons  effectuer  la  dilférentiation  en  dehors  du  signe  intégral,  et 
écrire,  au  lieu  de  l'intégrale  double  qui  précède, 


■JJr    dsds'' 


!L   I   l  L'IJLJ^dsds'. 


Nous  aurons  donc,  pour  déterminer  la  force  électromotrice  induite 
dans  le  conducteur  s,  l'équalion 

Nous  allons  maintenant  appliquer  à  cette  équation  la  proposition 
suivante  :  Si  le  conducteur  s  s'arrête  dans  une  position  déterminée, 
dans  le  voisinage  du  conducteur  s',  et  que  l'intensité  du  courant 
croisse^,  dans  ce  dernier,  depuis  zéro  jusquà  une  valeur  déterminée,  ou 

Journ.  de  Math.  (3«  série),  tome  IV.  —  Mars  1878.  I -^ 
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bien  si  r  intensité  du  courant  en  s'  a  constamment  celte  valeur,  et 
que  s  s'en  rapproche  juS'ju'à  cette  même  position,  à  partir  d'un  point 
infiniment  éloigné,  dans  ces  deux  cas  il  se  produit  en  s  une  égale  force 
d'induction. 

Pour  déterminer  la  force  d'induction  qui  se  produit  pendant  un 
certain  temps,  nous  avons  à  multiplier  par  dt  l'expression  de  la  force 
électromotrice,  et  à  intégrer  entre  les  limites  de  l'intervalle  de  temps 

donné.  Dans  le  premier  des  deux  cas  énoncés  plus  haut,  —  =  o ,    de 

sorte  que  le  second  terme  de  l'expression  (  Sa)  disparaît  ;  dans  le  premier 
terme,  l'intégrale  double  est  indépendante  du  temps,  et  le  coefficient 

différentiel  -,— »  dont  ce  terme  est  affecté  comme  facteur,  doit  seul  être 

dt- 

intégré  par  rapport  à  f,  et  donne  — •  La  force  d'induction  qui  se  pro- 
duit dans  ce  cas  est  donc 

t!'s' 
Dans  le  second  cas, -— =  o,  de  sorte  que  le  premier  terme  de  l'ex- 
pression disparaît;  le  second  s'intègre  immédiatement  par  rapport  à  /, 
et  donne 

m'^ff'-'^dsds'. 

dt  J  J    r    (Isa s 

Ces  deux  quantités  devant  être  égales,  en  vertu  de  la  proposition 
précédente,  leur  différence  sera  nulle,  et  l'on  aura,  par  suite 

Le  second  terme  de  la  parenthèse  carrée  peut  se  transformer  comme 
suit  : 

et,  puisque  le  premier  des  termes  du  second  membre  donne  un  résultat 
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nul,  lorsqu'on  effectue  l'iiitégration  pour  un  circuit  fermé,  l'équalion 
précédente  devient 

(54)  ff[UK^fc.,ry^A-ds'  =  o. 

Si  cette  équation  doit  se  vérifier  pour  deux  courants  fermés  quel- 
conques, l'expression  qui  s'y  trouve  comme  facteur  du  coefficient 
différentiel  du  second  ordre  doit  être  constante;  nous  pourrons 
écrire,  a  désignant  une  constante, 

(55)  i  +  B,+fC,dr=a. 

Et,  si  nous  représentons  par  un  seul  signe  l'intégrale,  diminuée  de  la 
constante  a,  en  posant 

G  =/C5  dr  -  a, 

nous  aurons 


(56) 


B...  =  -  ('- 


Nous  avons  ainsi  ramené  à  une  seule  deux  des  fonctions  indéter- 
minées qui  entrent  encore  dans  l'expression  deXo,  etl'équation  (27), 
qui  sert  à  la  détermination  de  cette  quantité  Xo,  deviendra 

-^=- d7' l^-^dPl-   \-r'^'^jd7^~d-r^'^~'^   idJ'WVt) 

r         //î  _\  dx'         dG  ,  ,,   drld's' 


ou  bien 

V    __4B^ 

ds'  de     '    ds'  (        r    ds'     '  ds'  j    \dt 


_  d[B,[:r-x')'\ds'  d    \.         k   dx'  ^[Gf.r-.r')]l    /ds' 

A,  —  —  ,,  ,_  +  .,_,!       ::    ,_,  +  ,,  ,  y- 


(^7)1  ,         l,   ,U'  _^  d[G(x--.r')]  1  d' 


r    ds'  ds'  )  dl- 

i3.. 
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§  X.  —  Résumé  des  rcsuUats  obtenus. 

Après  avoir  doniK',  au  moyen  des  considérations  exposées  dans  les 
§  VI  à  IX,  aux  expressions  de  X,,  Xo,  X3,  les  formes  simplifiées  (33), 
(57)  et  (44)>  nous  les  substituerons  dans  l'équation  (23;,  s;ivoir  : 

X  =  -l^+X, +X, +  X,; 


nous  obtiendrons  ainsi  l'équation  suivante,  qui  déterminera  la  compo- 
sante, suivant  l'axe  des  x,  de  l'action  qu'une  particule  d'électricité, 
qui  parcourt  le  chemin  cis'  pendant  le  temps  r/^,  exerce  sur  une  autre 
paiticule,  qui  parcourt  le  chemin  ds  pendant  le  même  temps  : 

dx  cPs        ^[B-lx  —  .r'i]  ds' 


d  [       dx\    /d.i\2  dx  d's 

ds  i^'  Ts)   \Jtt)     -^^^d^-dl^- 


dt 


d    (         h  d.r'         d[G[x  —  x']])    (ds'Y         \         kd.r'         diG  x  —  x'    '\)  d^'s' 


dt  )      '     ]~  r   d? 


ds'  \        r   ds'  ds'  )    \dt  J      '     I         r   ds'  ds'  \  dt' 

k:x  —  x'rf'(r')  /,  dr  dr'  dr  dx         d-[E'x  —  x')]')  ds  ds' 

TJ^~    dsds'  '^  l^ds'd?'^      -^Ts'lFs  ~^  dsds'  \'dt'dt' 

Il  se  présente  quelques  simplifications  dans  celle  expression.  Si  l'on 
tient  compte  de  ce  que  x'  ne  dépend  que  de  s',  tandis  que  r  dépend 
de  s  et  de  i',  on  voit  qu'on  peut  écrire 

d    Ih  d.r'\    (d-^'Y  k  dx'  d-'s  k  dr  d.r'  ds  ds'  _  _   i£   (l  ^\ 

~'  lis    yrli?  j   \dt)     ""  r  1/7  lïF         ?•  ds  717  di  'dt  ~  ^       dt  \r  lÏÏ  )  ' 

de  sorte  que  trois  des  termes  précédents  se  ramènent  à  un  seul.  Eu 
outre,  on  peut  écrire,  pour  les  mêmes  raisons, 

d    /'        dx\    lds\-  dx  (Ps  d    /        d.r\  f/B,    dr   dx  ds  ds' 

Ts  \     '  lu)    [dtj     '^      'Ts    ~dï'~'dt\     '71)   ~  ~d?  d^'  Is   dt  dt' 

Et  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

dr  rfB,   dr  _  dV 

*  ds'  dr   ds'         ds' 


DÉDUCTION    D  UN    NOUVEAU    PRINCIPE    D  ÉLECTRODYNAMIQUE.  lOI 

et  qu'on  remplace  B,  et  —  Ro  par  les  signes  plus  simples  H  et  J,  l'é- 
quation qui  détermine  X  prendra  la  forme 

_  .v—x'         d[i[.x  —  x']\  cW  ^d'[Ç,[.T.~.r']]    ff/s'Y 


ds'  dt  ds'' 


ds'y 
Tfc) 


^^l[0{x-x')]d^  d^^.!ç\_^d/^d^ 

'       '  ds'  dl'  dt  \        dt  I  dt  \r   dt 

k[x-  .t'  )  d''  [r')  d?  d.r  d'[E{x  —  .r'  )]  )  ds  ds' 

2r'  dsds'  ds'    ds  dsds'  \  dt   dt 

Dans  la  déduction  de  cette  équation,  outre  l'hypothèse  qu'il  n'y  a 
qu'une  seule  électricité  qui  se  meut  dans  un  conducteur  fixe,  nous 
n'avons  appliqué  que  des  propositions  relatives  à  l'action  réciproque 
de  deux  courants  fermés  l'un  sur  l'autre;  et,  comme  ces  propositions 
peuvent  être  considérées  comme  parfaitement  certaines,  il  est  permis 
d'affirmer  que  l'expression  de  X,  donnée  dans  cette  équation,  est  la 
seule  possible  dans  l'hypothèse  d'une  seule  électricité  mobile  dans  un 
conducteur  solide. 

Il  est  encore  à  remarquer  que  cette  formule  est  admissible,  non- 
seulement  dans  le  cas  où  l'on  suppose  que  dans  le  courant  il  n'y  a 
qu'cuie  seule  électricité  en  mouvement,  mais  dans  le  cas  même  où  l'on 
admet  que  le  courant  galvanique  consiste  en  deux  courants,  l'un  d'é- 
lectricité positive,  l'autre  d'électricité  négative,  se  mouvant  en  sens 
contraires,  auquel  cas  il  est  indifférent  que  l'on  considère  ces  deux 
courants  comme  égaux  ou  comme  inégaux  en  intensité. 

Si  l'on  voulait  ajouter,  aux  propositions  dont  il  a  été  fait  usage  ci- 
dessus,  la  condition  que  la  loi,  suivant  laquelle  la  force  dépend  de  la 
distance,  a  une  forme  simple,  on  pourrait  déduire  de  la  seule  compa- 
raison des  termes,  qui  renferment  encore  des  fonctions  indéterminées 
de  r,  avec  ceux  dans  lesquels  les  fondions  sont  déjà  déterminées, 
d'autres  conséquences  sur  la  forme  de  ces  fonctions;  on  arriverait, 
par  des  considérations  de  cette  nature,  à  ce  résultat  que  les  fonctions 

E,  F,  G  et  H  doivent  toutes  avoir  la  forme  -•  const.,  de  sorte  qu'au 

lieu  de  ces  fonctions  indéterminées  il  ne  resterait  plus  que  des  con- 
stantes indéterminées  dans  l'expression  de  X.  Mais  nous  éviterons,  pour 
le  moment,  de  tirer  des  conséquences  de  cette  sorte;  nous  allons  plutôt 
faire  usage  encore  d'une  loi  générale. 
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§  X.  —  application  du  principe  de  la  conservation  de  l'énergie. 

Nous  admettrons  maintenant  que  les  actions,  que  deux  particules 
d'électricité  en  mouvement  exercent  l'une  sur  l'autre,  satisfont,  par 
elles-mêmes,  au  principe  de  la  conservation  de  l'énergie;  il  faut,  pour 
cela,  que  le  travail,  effectué  par  ces  forces  dans  le  mouvement  des 
particules  pendant  l'élément  de  temps  dt,  puisse  se  représenter  par 
la  différentielle  d'une  quantité  qui  dépend  des  positions  actuelles  et  de 
létat  de  mouvement  îles  particules. 

Afin  de  pouvoir  déterminer  ce  travail,  supposons  les  expressions  de 
\  et  de  Z  formées  à  côté  de  l'expression  (58)  de  X;  et  supposons  de 
même  formées  les  expressions  des  quantités  X',  Y',  Z'qui  sont  relatives 
à  l'action  que  la  particule  e  exerce  sur  la  particule  e',  ce  qui  n'exige 
que  la  permutation  des  lettres  accentuées  et  des  non  accentuées.  Au 
moyen  de  ces  expressions,  formons  la  quantité 

dt  de  dt  dt  dt  dt  I 

Pour  que  le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie  soit  vérifié,  il  faut 
que  cette  quantité  soit  vuie  différentielle  exacte,  c'est-à-dire  que  la 
somme  des  six  produits  entre  parenthèses  soit  le  coefficient  différentiel, 
par  rapport  à  t,  d'une  fonction  des  coordonnées  et  des  vitesses  com- 
posantes des  deux  partictdes. 

Comme  l'expression  (58)  de  X  est  un  peu  longue,  nous  allons  en 
considérer  les  termes,  soit  isolément,  soit  par  petits  groupes,  afin  de  voir 
de  quelle  manière  la  somme  des  six  produits  en  est  formée. 

Le  premier  terme  est 

a:  —  X  r 

.      -75-      °"       ~d^' 

et  la  somme  des  six  produits,  relativement  à  ce  terme,  sera 


d-  ,        d-  d-  d-  d-  d- 

r  a.r  r  dy  r  dz  r    dx  r   dy  r  ds 

~  \7û  lit  '^  lir   Yt  '^  Hz   de  '^  di'  "dt'  '^  dy'  ~dï         117  IFt 
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et  pourra  se  réduire  à 

r 

~  lu' 


Le  second  terme  est 


4J( 


ds' 


,t'  1 1  ds 

lit' 


Pour  le  multiplier  par  le  coefficient  différentiel—}  décomposons  ce 
dernier  dans  le  produit—  —,  et  multiplions  sous  le  signe  delà  diffé- 
rentialion  par  le  facteur  —■,  qui  est  indépendant  de  i'; 


nous  aurons 


'['(— -^S] 


ds  ds' 
dt  dt 


Formons  les  produits  analogues  relatifs  aux  axes  des  j'  et  des  z,  et  com- 
mençons par  ajouter  ces  trois  produits  seulement,  en  tenant  compte 
de  la  relation 

/  ,s  dx         ,  ,\  dy         ,  ,.  dz  dr 

(x_^-')-^  +  (j-/)--,-(z-z')-  =  r-, 


nous  obtiendrons 


<ls  I    as  ds 


ds'  dt    dt 


Les  trois  autres  produits  donneront  de  même 


ds' 
dt   dt 


Ces  deux  expressions  sont  égales  entre  elles;  car,  si  nous  posons 
(59)  K=^f3rdr, 
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le  coefficient  différentiel  qui  figure  comme  premier  facteur  dans  ces 
expressions  pourra  se  représenter  par— —  >  et  la  somme  des  six  pro- 
duits prendra,  en  conséquence,  la  forme 

rf'K    ds  ds 
dsds'   dt  dt 


Le  troisième  et  le  cjiiatrième  terme  de  (58),  savoir 

d'[G[:r  —  x')](ds'Y        d[&(x—x')]d's' 


pourront  se  traiter  d'une  manière  tout  à  fait  analogue.  La  somme  des 
trois  premiers  produits  donne 


I         f/ij   ds  /A'\-  [         i/sj 


ds  d' s' 
ds'^  dt  \dt  )       '  ds'  dt  ^ 

en  posant 

(60)  R=fGrdr, 

cette  somme  pourra  s'écrire 

rf'R  ds  ('/s' y-         f/'R  ds  d's' 
dsds"  de   \dt  j  dsds'   dt    dt' 

et  les  trois  autres  produits  donneront  de  même 

d^K     /dsy  ds'  d'R    ds'  d's 

ds'ds'   \<lt )     dt  dsds'   dt    dl'' 

La  somme  des  six  produits  sera  donc 

/  rf'R     ds'  d'R    di\  ds  ds'         d'R    /ds  d's'         ds'  d's\ 

\dsds"  dt    "^  ds'ds'  dt)  dt   7/t   ~^  dsds'  [di  IIF  '^  'dt   H?)  ' 
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cette  somme  peut  se  réduire  à 


et  enfin  à 


dt  elsd.s'  dl  \dt    dt  ) 


dl  \dsd.s'  }  Th 


Le  cinquième  terme 


d_  /rf'R    ds  ds'\ 
dt  \dsds'   dt   dt  )  ' 


^,(«5) 


donne,  si  l'on  effectue  d'abord  la  différentiation  et  qu'on  multiplie 

ensuite  par  --, 
^      dt 

c/H   (dx\-  djc  d'x 

dF  [ift}     '^         dt   lïF''' 


cette  somme  peut  aussi  s'écrire  sous  la  lorme 

["(S)>;S(ê)* 


■?.  dl 


On  obtiendra  de  la  même  manière,  pour  l'autre  produit  relatif  à  l'axe 
des  X,  mais  renfermant  x'  au  lieu  de  a:, 

Formant  enfin   les  produits  correspondants,  relatifs  aux  axes  des  r  et 
des  z,  on  pourra  réduire  la  somme  des  six  produits  à 

-.dt\^[[dt)  +b)  \\-^-.-dF[{7t)   ^[-dF)  \- 


d   1 1    dx' 


Le  sixième  terme 

dt  \r     dt 
Journ.  de  Math.  (3«  série),  tome  IV.  —  Mahs  1S7S 


14 


îo6  R.    CLVUSIt'S. 

donne,  si   Ion  effectue  la  différenlialion  indiquée  et  qu'on  multiplie 

rix 

.         !■  tir    il.r  I    (ir  iP x' 

iil    lit     dl  '  r  dl     cTl' 

On  obtient  de  la  même   manière,  pour  l'autre  produit  relatif  à  Taxe 
des  .r,  mais  renfermant  x'  au  lieu  de  j:, 


r  dx  d.r' 


j    I    dr'  d'-x 

'^7~di  7?'- 


dl    dt    dt 

La  somme  de  ces  deux  produits  peut  s'écrire 


d- 

j  d    I  \    dx  dx'  \  j.      ''  '^■^  ''•'" 

<lt  \  r    dt    dt  j  dt    lit     dt 


Formant  les  produits  correspondants,  relatifs  aux  axes  desj-  et  des  r. 
et  tenant  compte  de  la  relation 


dx   d.v' 
dt  ~dt 


dr  rf)  '         dz  dz 

J.. 1 

dt    dt  dt    dt 


I   d'   r'''i  ds  as' 
1    d>.ds'    dt    dt  ' 


on  obtiendra,  pour  la  somme  des  six  produits, 

/    rf    Tl    d\r'^    ds  ds'l 
■?.  dt  Lr  dsds'    dt    dt  J 

Le  septième  terme 


/■   r  d'    n     ds  ds' 
2  dt    dsds'    dt    dt 


i  {.r  —  .r']  d'  \r-)    ds  ds' 
11^  dsds'    dt    dt 


qui  peut  s'écrire 


k       rd^r')  ds  ds' 
2  dx    dsds'    dt  dt 

donne,  pour  la  somme  des  six  produits, 

k  ''~r  rf'(/=>)  ds  ds' 
2    dt    dsds'    dt    de 
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Cette  expression,  et  une  partie  de  celle  que  nous  avons  obtenue  pour 
le  sixième  terme,  se  détruisent;  de  sorte  que  le  sixième  et  le  septième 
ferme  réunis  donnent  simplement,  pour  la  somme  des  six  produits, 


Le  huitième  terme 


k  d  ri  <f  (r'I  ds  f^n 

2  i(tyr   dsds'    dt    dt  J 

</F  dx  ds  ds' 
ds'   ds  dt    dt 


donne,  pour  la  somme   des   six   produits,   comme  on   le   voit   aisé- 
ment 

f/F   Idsy  ds'         dF  ds  f'is'Y 
d?  \dt)     lÛ  '^  ds  Jt  \dt  j 

Le  neuvième  et  dernier  terme 

<f=[E(x  — x')]  ds  ds' 


peut  s  écrire 
ou  bien 


dsds'  dt   dt 


—  \  --  (oc  —  x')  -h  E  -r  \  -T  -T' 

ds'  \_ds  ^  '  ds  \  dt  dt 


[dE  dr  dr         _,  dx  1  ds  ds' 
^  Tr   Is'dr'^       ~ds\  It  ~dt' 


En  remplaçant  encore —>  qui  doit  multiplier   cette  expression,  par 

'-•,  nous  effectuerons  la  multiplication  par  -r  sous  le  siene  de  la 

(/,v  dt  r  r        (is  D 

différentiation.  Si  nous  formons  ensuite  les  produits  correspondants, 

relatifs  aux  axes  des^  et  des  z,  et  que  nous  fassions  la  somme  de  ces 

trois  produits,  nous  obtiendrons 

d    V     dE  /dr\  -  _^  „1   lds\  -  di 
d?l^'d?  [Jsj    "^      J  [dt)     dt' 

et  par  suite,  pour  la  somme  des  six  produits, 

d    r     dE  IdrY        T^  1   IdsY  ds'         d    r     dEfdry-  \ds  Ids'Y 

■d7'\:Tr\js)     +EJU)     lit^7s[''Tr\d^)     -^^\-dt\-di)    ■ 

14.. 


Io8  R-    CLAUSItJS. 

Réunissant  enfin  toutes  les  expressions  trouvées,  pour  la  somme  des 
six  produits,  dans  les  différents  termes  de  (58),  nous  obtiendrons  la 
somme  totale 


r  f/^K.   ils  ds' 

77  ^  ^  ,/sfis'  Tt  ~It 


d   /  d'K    ds  ds' 
dt  \dsds'    de  dt 


m 


H- 


'  ,,-'l    ds  ds'\      ,     ^   (ch\-  ds' 

'7J7  7t  di  )  ~^  717'  \dil    dt  ' 

r     dE   (dr\-^  -\    /.hyds'  d    r     d?.   IdrY         ttH   ({'  (ds    v" 

-'  V'i-r  b)    ^  EJ  Kdt)   777^  7s  Vt;-  U'j   +  Ej  ;^  \77)  ' 


/  d 

1  dt 


f/F  ds  /ds"' 

77^-  7t\77t, 


Cette  somme  tolale  pourra  s'écrire,  en  réunissant  les  termes  qui 
sont  des  coefficients  différentiels  par  rapport  à  ^,  et  en  ordonnant  les 
autres, 


ds\^ 

7t)    -^ 


dv\ 

ds' 


•  "*"  YTr  dsds'    "^  dsds'j  Tt  7t    "^   o.        YSdt)     '^'  \dt  j    \ 

d'V.   ds  d/ 
dsds'  dt  dt 

d    r     rfE  /dr 

h'   l'    77r  \7s 

r    \ds', 


+  E  -^-  F  + 


dE 

777 


E  +  F 


2       \  dt  \d 


ds 

Tt 

ds  \  -  ds' 
7t)     Th 


Pour  que  les  actions,  que  les  deux  particules  d'électricité  exercent 
l'une  sur  l'autre,  satisfassent  par  elles-mêmes  au  principe  de  la  conser- 
vation de  l'énergie,  il  faut  que  toute  cette  expression  soit  un  coelficieni 
différentiel  par  rapport  à  t.  Or  celte  condition  est  déjà  manifestement 
remplie  par  la  première  partie  de  l'expression;  nous  n'avons  donc 
plus  qu'à  en  considérer  la  seconde  partie,  composée  de  cinq  termes. 
Ces  termes  sont  tous  d'un  degré  supérieur  au  premier  relativement  aux 

coefficients  différentiels  du  premier  ordre  y  et  — >  tandis  que  les  coef- 

d's        d' 

dt^       dt' 


ficients  différentiels  du  second  ordre  ^  et  -— -  n  y  entrent  pas  comme 

lit'      J  I 
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facteurs.  De  là  il  résulte  que  ni  l'un  de  ces  ternies,  ni  aucun  groupe 
d'ontre  eux,  ne  peut  être  un  coefficient  différentiel  par  rapport  à  i.  La. 
somme  de  ces  cinq  termes  doit  donc  être  nulle,  et  il   n'en   peut  être 

ainsi,  pour  des  valeurs  arbitraires  de  —  et  -— >  que  si  chacun  des  cinq 

termes  est  nul  séparément.  Nous  obtenons  ainsi  les  cinq  équations  de 
condition  suivantes  : 


dsds'  ' 

d\\ 

du 

d? 
d 

ds'  I       dr    \  ds  I 


'61) 


=  O, 


o, 


Llr—  (- 
s'  L      'i''     \'^^ , 

ds  l      dr  [ds'J 


iH]=„, 
iH]=„. 


La  première  de  ces  équations,  qui  peut  s'écrire  aussi 


dis.    d'r 
dr  dsds' 


d-K  dr  dr 


df'    ds  ds 


;  =0, 


ne  peut  être  vérifiée,  pour  des  trajectoires  arbitraires  des  particules 
d'électricité,  que  si 


^  =  °' 


d'où  il  résulte,  en  vertu  de  (Sg), 
i^62)  J  =  o. 

La  seconde  et  la  troisième  des  équations  (6i) 


m  ,      d\\ 

=  0     et      -^-  =  o 


ds 


donnent  d'abord 


ds' 


H  —  const. 
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IMais,  comme  l'expression  (58)  de  X  renferme  le  terme  II  -—  qui, 

pour  le  cas  où  II  aurait  une  valeur  assignable,  représenterait  une  ])ar- 
tie  constituante  rie  la  force,  indépendante  de  la  distance  mutuelle  des 
particules  d'électricité,  ce  qui  ne  peut  pas  être,  on  doit  avoir 

(S3)  H  =  o. 

Les  deux  dernières  des   équations    (6i)   s'écrivent,  si  l'on   y   fait 
H  =^  o,  et  que  l'on  effectue  les  différentiations  indiquées, 


,fdE\ 


(IrY  dr  dEdr    d'r  d{F.-hF]dr 


dE 

dF 

—  —  o 

et 



dr 

dr 

dr         \di'J     Ils'  dr  ds  dsds'  dr  ds' 

['  dr  )  dr  (dry-  dE  dr    d'r  rf  f  E  -f-  F)  dr 

dr         ils    \as  j  dr  ds    dscls  tir  ds 

Ces  équations  ne  peuvent  être  vérifiées,  pour  des  trajectoires  quel- 
conques des  particules  d'électricité,  que  si  l'on  a 

m) 

équations  qui  déterminent  suffisamment  E  et  F,  puisque  leurs  coeffi- 
cients différentiels  seulement  entrent  dans  (58). 

Au  moyen  de  ces  déterminations,  l'expression  du  travail  effectué, 
pendant  l'élément  de  temps  dt,  par  les  actions  mutuelles  des  deux  par- 
ticules d'électricité,  prendra  cette  forme  simple  : 

,  d  \  I  r  X    d-'  (r')  ^'R  1  ds  ds'  )     , 

dt  {         r  \^ir  dsds'  dsds' J  dt    de  )        ' 

et  l'équation  (58)  deviendra 

V  \dr        r      j  [dsY  ^  "''        ''      I  d^s 

~  "^         ir-'       \dt)  '^        ih'       lïF 


(65        '^- 


,    d   (\  dx!  \  k  {.r  —  x'  \  d^  [i'>]  ds  ds' 


dt  \  r    dt  /  2r'  dsds'    dt    dt 
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Celte  équation  pourra  encore  s'écrire,  plus  simplement 

(66)  <!  rfx   |_  '    "^  2    dsd^    dt  ~dt\    "       lt\}~dt) 

d    Vd^K  /^y     ,     dXi.d's'^ 


§  XII.  —   Le  potentiel  électrodynamique. 

D'après  le  résultat  auquel  notre  exposition  vient  de  nous  conduire, 
le  travail  effectué  pendant  l'élément  de  temps  dt,  par  les  actions  que 
deux  particules  d'électricité  en  niouvement  exercent  l'une  sur  l'autre, 
est  représenté  par  la  différentielle  de  l'expression  suivante  : 

\  r  [_2r  dsds'     '     dsds'j  tU    dt  ) 

Or,  par  la  considération  des  forces  électrostatiques,  on  sait  que  la 
quantité  dont  la  différentielle  négative  représente  le  travail  s'appelle 
le  potentiel  des  deux  particules  d'électricité  l'une  sur  l'autre;  par  ana- 
logie, on  pourra  donc  envisager  l'expression  précédente,  abstraction 
faite  du  signe  —  ,  comme  un  potentiel.,  dans  un  sens  plus  large.  On 
pourra,  en  outre,  considérer  isolément  la  partie  de  ce  potentiel  qui 
se  rapporte  aux  forces  électrostatiques,  et  celle  qui  se  rapporte  aux 
forces  dépendant  du  mouvement  ou  électrodynamiques,  c'est-à-dire 
le  potentiel  électrostatique  et  le  potentiel  électroJynamique .  Si  nous 
représentons  le  premier  par  U  et  le  second  par  V,  nous  aurons  donc 

(67)  U-^, 


(68)  V  =  —  ee' F- ^^^  + -^1 

^       '  [2/  dsih'  ds  Us' ^ 


ds  ds' 
dt   dt 


L'expression  que  nous  donnons  ici  du  potentiel  éleclrodynamique 
est  la  seule  possible  dans  l'hypothèse  d'une  seule  électricité  en  mou- 
vement dans  un  conducteur  solide. 
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I.a  loiiclioTi  indélerminée  de  r,  qui  y  entre  encore,  et  qui  est  dé- 
signée par  R,  ne  peut  pas  se  délerininer  au  moyen  des  effets  des 
courants  fermes;  et,  par  suite,  dans  le  cas  où  l'on  voudrait  la  déter- 
miner aussi,  on  en  serait  réduit,  pour  le  moment,  à  se  fonder  sur  des 
probabilités. 

Si  l'on  fait  Tliypotliése  énoncée  à  la  fin  du  §  X,  suivant  laquelle 
la  force  serait  une  fonction  simple  de  la  distance,  on  arrive  à  la  con- 
clusion que 

(69)  R  =  A-,/-, 

X|  désignant  une  constante.  L'équation  (68)  devient  alors 

Si  l'on  cherche,  en  outre,  [)ar  la  détermination  de  la  constante  A,, 
à  rendre  cette  expression  aussi  simple  que  possible,  on  trouve  d'abord 
deux  valeurs  qui  fixent  particulièrement  l'attention  en  ce  sens  :  ce  sont 
les  valeurs  k,  =  o  et  X,  =  —  X-,  qui  donnent 

,   ,  xr  1  ce'  tl'lr^)  ds  ds' 

(71)  V  =  —  A- ri-r  T -r^ 

^'     '  lr   ds  ds    dt    dt 

,   ,  -,      ,  ce'  dr  dr  ds  ds' 

^'     '  r    ds  ds    dt    dt 

Ces  deux  formules  sont,  dans  leur  aspect  extérieiu-,  à  peu  près  d'une 
égale  simplicité;  mais,  si  l'on  en  fait  usage  dans  le  calcul,  pour  en  dé- 
duire les  composantes  des  forces,  on  trouve  que  la  première  donne 
des  résultats  beaucoup  plus  simples  que  la  seconde,  et,  par  suite,  si 
l'on  veut  obtenir  la  loi  de  force  qui  est  la  plus  simple  possdjie,  tout 
en  satisfaisant  aux  phénomènes  connus  jusqu'à  ce  jour,  on  devra 
poser  X;,  :=  o,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  R  =  o. 

Comme  l'expression  (.\\\  potentiel  éleclrodyuamique  est  plus  courte 
et  plus  facile  à  embrasser  que  celles  des  composantes  des  forces,  elle 
est  particulièrement  propre  à  la  comparaison  des  différentes  formules 
fondamcnlalf's  de  l'Electrodynamique,  posées  jusqu'à  ce  jour  (à  l'excep- 
tion de  celle  de  Gauss,  qui  ne  satisfait  pas  au  principe  de  la  conserxa- 
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Jioii  de  l'énergie).  Nous  nous  proposons  de  faire  ici  cette  comparaison. 
L'équation  qui  sert  à  la  détermination  du  potentiel  électrodynamiqne 
est  : 

i"  D'après  Weber  [*], 

Y=-  -  —  f-V, 

c^     r    \dt  j 

2"  D'après  Riemann  [**J, 

V—  '    ec'Vfdx         dx'\-         ! dy         dy'Y        1  dz         "^^'Vl 

~  ~  7'  ~7\\dt  ~  lit }  '^  \dt  ~  ~^ )  ~^  [iTt  ~  ik)  y 

3°  D'après  l'analyse  que  je  viens  de  faire  : 
a.  Sous  la  forme  la  plus  générale, 

,V  k    cPi.r']  r/'R  ']  ds  ds' 

Y  =  —  ee\ 7^  +  -^—-,    —  -r  ; 

\_ir  tls  ds  as  ds  J  clt   dt 

h.  Sous  une  forme  pins  simple, 

_  J    /,    r^ir'  d'r  1  ch  d£ 

^  —~^^y~,   dIdZ  "^  ^''  dsds'j  It    dt  ' 

c.  Sous  la  forme  la  plus  simple  et,  par  suite,  la  plus  probable, 

^.  ,  ee'  (P  (  /•'  )   ds   ds' 

2  r   ds  ds'    dt     dt 

On  peut  aussi  mettre  la  dernière  expression  sous  la  forme 

,     „,  ,-  ,  ee'  / d.v  dx'  dy  dy'         dz  dz' 

73)  Y  =  k—[-r  -T-  +  -r^  +  -r  ^ 

"•  '     '  r    \  dt     dt  dt    dt  dt    dt 


r    \  (1 


[*]  jinn.  rfe /"og^j^.,  volume  jubilaire,  p.  ?.ia. 

[**]  Schivere,    Elehtricitat  und  Magnetismus,   nach  dcn   f'orlcsiingrn    vn/i   Bcrnh. 
Riemann,  bearbeitet  von  Hatlendorff,  Hannover,  1876,  p.  826. 
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ou  bien,  si  l'on  représente  par  v  et  i»'  les  vitesses  des  deux  particules 
d'électricité,  et  par  s  l'angle  compris  entre  leurs  directions, 

(  74  )  \  =  k  —  m''  cos  £. 


^  XII 1.  —   Déduction  des  composantes  de  lajorcc 
au  moyen  du  potentiel. 


Pour  déduire  maintenant,  du  potentiel  électrostatique  et  électrody- 
namique, les  composantes  de  la  force,  on  aura  à  employer  des  équa- 
tions, dans  lesquelles  le  potentiel  électrodynamique  intervient  de  la 
même  manière  que  la  force  vive  dans  les  équations  fondamentales  de 
la  Mécanique,  données  par  Lagrangc  pour  un  système  quelconque  do 
coordor.nées.  Pour  la  composante,  suivant  l'axe  des  x,  de  l'action 
subie  par  la  particule  e,  nous  aurons  l'équation 

(75)  Xee'=    '--r^- 


Ux  cU  I       dx 

'  ~dl 


Dans  celle-ci,  nous  devrons  remplacer  U  et  V  par  leuis  ex|)ressions 
(67)  et  (68).  De  la  première  de  ces  expressions  on  tire  simplement 


-—  —  ee  -r-- 
dx  ax 


La  seconde  devant  être  traitée,  dans  la  dilfércntialion, comme  une  fonc- 
tion des  six  coordonnées  et  des  six  vitesses  composantes,  nous  la  trans- 
formerons de  telle  sorte  que  les  vitesses  cotn|)usantes  y  entrt  nt  expli- 
citement. Pour  plus  de  facilité,  nous  décom|)osirons  d'abord  V  en 
deux  parties,  en  posant 

(77)  V  =  V,-hV,, 
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V,  et  Vo  représentant  les  expressions  suivantes  : 


11^ 


Y    ^^<^'  d'[r']  ds  ds'         ht 


V,  =  -  eé 


ir    dsds'  de    de 
f/'R    df  ds' 
ds  ds'  dt    dt 
d-K     dx  dx' 


d.r  dx' 
dt  ^ 


dy  dr'         dz  dz'  ' 

dt  HT      71  m , 


dxd.v'  dt    dt 

d^K  dy  dx' 
dy  dx'  dt  dt 
d'K     dz  dx' 


d'K     dx  dr 

dxdy'   dt    dt 

rf'R 


rf'R    dx  dz' 
dx  dz'   dt    dt 

(PK    dy  dz' 


']y']y^, 

dy  dy'   dt    dt  dy  dz'  dt  ~dt 


^R     dz  dy' 
dz  dy  '   dt    dt 


dz  dx'    dt    dt 

Nous  obtiendrons  ainsi,  pour  la  première  partie, 
d' 


rf'R    dz  dz' 
dzdz'    dt    dt 


dV, 
dx 


=  kee' 


dx  dx' 
dt     dt 


dydy^ 
dt     dt 


dz  dz' 
dt  ~dt 


(78) 


(79) 


d- 


rf'(r')  ds  ds' 

dx    ds  ds'  dt   dt 


d± 
dt 


hee'  dx 
r       dt 


4 

dt 


,      ,  a      i   dx 


I  d 

~dt 


et  pour  la  seconde  partie 


(80) 


dW, 
dx 

=  - 

ee' 

d  !  rf'R 

dx  \(lsds' 

ds  ds' 
Ht  de 

)' 

dV. 

d~^ 

=  - 

eé 

/    d'K    dx' 
\dxdx'  dt   "^ 

d'R 

dxdy' 

dy' 
dt 

H- 

dxdz' 

dz' 

là 

É 


—  _        '  '^   /dR.  dx'  dRdy'         dRdz'\ 

dx  \dx'  de  dy'   dt  dz'  ~dê ) 

,  d    [dK  ds'\ 
^=  —  ee  ^    -77  -T    ' 
dx  \ds    dt  I 

'''\cl—]~         ^^    '^^  L'^-^  \ds'   de)  y 
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le  qui  pourra  s'écrire 


dll       (ix  \  dx  [^ilt  \ds    dt  I  \ 


OU  bien  enfin 


^/, 


rfV,  \    _  ,   d   V  d'K   dsds'  f/'R  (ds'Y 

d.r    I  dx  \_dsds'  cit  dt  ds'^  \dt 


dt 


dK  ^1 

d7  liF  \ 


Si  l'on  remplace  clans  l'équalion  fyS)  les  expressions  (76),  (78),  (79), 
(80)  et  (81),  après  avoir  substitué  à  V,  dans  celle  équation  V,  4-  Vo, 
on  obtient 

_         '   7  r  h  d■[r■']dsds^'^  _   ,    d^  t\_  tix^\ 

rfx   L  '  "^  2  11177  Jtli \  "~       dt\r    dt  ) 

"^  TÛ  [117  [lit)    "^  lïl'  lït^j  ' 

ce  qui  est  l'équation  (6G)  donnée  plus  haut. 

Le  calcul  se  simplifie  évidemment  Irès-fort,  si  l'on  attribue  à  11  la 
valeur  zéro,  que  nous  avons  regardée  au  §XII  comme  la  plus  probajjle. 
On  obtient,  dans  ce  cas, 


_  r    /  k  d'ir']  ds  ds  \  .    d    !  I  d.r'  , 

~  "~  7Z7  \  '    "'"  i  dsds'  lîtllt]   ~'    ^  dlXllft) 

82)  (  '''•"r  ,(dxdx'     ,     dr  df  dzd-JX-]  ,d/idx. 

—  —    -;-  (  I    —    AtV   COS£)    —   A-  — 7- 

d.r   ^  '  dt   \r     dt 

C'est  SOUS  celte  forme  que  j'ai  doinié,  dans  luie  Communication  pro- 
visoire du  mois  de  février  1S76,  l'équation  qui  sert  à  la  détermination 
de  la  composante  de  la  force  suivant  l'un  des  axes  coordonnés,  et  qui 
se  forme  naturellement  d'une  manière  analogue  relativement  aux  deux 
autres  axes. 
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§  XIV.  —  Loi  de  Jorce  pour  des  éléments  de  couvant. 

Si  l'on  veut  déterminer  la  composante,  suivant  l'axe  des  x,  de  l'action 
qu'un  élément  de  courant  ds'  exerce  sur  un  élément  ds,  on  devra  ap- 
pliquer l'équation  (66)  aux  quatre  combinaisons  suivantes  de  quantités 
d'éleclricité,  prises  deux  à  deux,  hds  et  h' ds' ,  hds  et  —  h' ds' ,  —  lids 
et  h'ds' ,  —  hds  et  —  Ji'ds' ,  en  considérant  les  quantités  hds  et  h' ds' 
comme  étant  en  mouvement,  —  hds  et  —  h' ds'  comme  étant  en  repos  ; 
et  l'on  aura  à  faire  la  somme  algébrique  des  quatre  expressions  ainsi 
obtenues.  On  arrivera  de  cette  manière  à  l'expression  suivante  de  la 
composante  cherchée  : 


,,,   ,     ,  r  d^r']  "  r  dx'    1  ds  ds 

hhdsdsk\    -X  —  ^-^---^  I-- 


^-   1 

r  dx 
ds    ds'  J 


bien 


hh'dsds'k  \  —r-  cos  £ ; — n  I  -r  ~r 

dx  ds    di   /    dt   de 

Si  l'on  représente,  pour  les  deux  courants,  respectivement  par  /  et 
par  /'  l'intensité  du  courant,  c'est-à-dire  la  quantité  d'électricité  qni 
traverse,  pendant  l'unité  de  temps,  la  section  normale  du  conducteur, 
la  quantité  d'électricité  étant  mesurée  d'après  la  même  unité  méca- 
nique qui  a  été  usitée  dans  toutes  les  équations  précédentes,  on  pourra 

substituer  ieti'  aux  produits  h  y  et  h'~,  et  l'on  trouvera,  pour  la  com- 
posante, suivant  l'axe  des  j:,  de  l'action  que  l'élément  de  courant  rtj' 
exerce  sur  l'élément  ds,  l'expression 

''^T  '7-d. 

k'd'dsds'  \  T-  cos£  —  ~r  ~d? 

Dans  cette  expression  ne  figure  pas  la  fonction  indéterminée  R,  qui 
a  disparu  dans  la  formation  de  la  somme  mentionnée  plus  haut.  Nous 
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sommes  donc  arrivé,  pour  la  composaiile,  suivant  une  direclion  déter- 
minée, de  l'action  qu'un  élément  de  courant  exerce  sur  un  autre,  à  une 
expression  entièrement  déterminée,  ilont  nous  pouvons  dire  «qu'elle 
est  la  seule  qui  soit  compatible  avec  les  deux  hypotlioscs  suivantes  : 
qu'il  n'y  a  qu'une  seule  électricité  eu  mouvement  dans  un  conducteur 
solide,  et  que  les  actions  réciproques  des  deux  particules  d'électricité 
satisfont,  par  elles-mêmes,  au  principe  de  la  conservation  de  l'énergie. 
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Sur  le  développement,  en  séries,  des  racines  réelles  des  équations  ; 
Par  m.  YVOIV  VÎLLARCEAU. 


Depuis  les  travaux  d'Euler  sur  cette  question,  bien  des  solutions  de 
formes  diverses  ont  été  obtenues  par  les  géomèlres.  La  plupart  se  sont 
proposé,  notamment,  de  développer  la  racines  de  l'équation  à  résoudre 

(i)  fx=o, 

suivant  les  puissances  de  fa,  a  désignant  une  quantité  quelconque, 
comprise  entre  des  limites  hors  desquelles  le  dév(  loppement  ne  serait 
pas  convergent. 

Le  problème  consiste  à  former  les  valeurs  des  coefficients  delà  série 
proposée.  Lagrange,  en  dernier  lieu,  a  donné  plusieurs  démonstrations 
de  ses  formules.  Aucune  des  démonstrations  qui  sont  parvenues  à  ma 
connaissance  ne  me  paraît  aussi  simple  que  celle  à  laquelle  je  suis 
arrivé  de  mon  côté.  En  la  proposant  aux  géomètres,  je  suis  prêt  à 
reconnaître  la  priorité  en  faveur  de  ceux  qui  l'auraient  déjà  publiée  : 
dans  l'incertitude  à  cet  égard,  je  crois  utile  de  présenter  ici  une  démon- 
stration très-simple  et  qui  certainement  n'est  pas  connue  du  plus  grand 
nombre  des  analystes  ;  car  autrement  on  ne  comprendrait  pas  que 
son  degré  de  simplicité  ne  lui  eût  pas  fait  trouver  place  dans  les 
Traités  de  Calcul  différentiel,  où  l'on  fait  suivre  l'exposition  des  théo- 
ries de  quelques-unes  de  leurs  applications  les  plus  importantes. 

Supposons, comme  d'habitude,  l'équation  (i)  privée  de  racines  égales; 
supposons  en  outre  que,  dans  le  cas  des  racines  presque  égales,  on  ait 
substitué  à  l'inconnue  primitive  une  nouvelle  inconnue  divisée  par  un 
nombre  k  assez  grand  pour  opérer  la  séparation  des  racines;  il  en  résul- 
tera que  la  première  ûériwée  J 'x  ne  deviendra  ni  nulle  ni  très-petite, 
dans  le  voisinage  de  la  racine  considérée. 
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Hors  le  cas  dej'x  =  o,  ou  très-petit,  la  mélliode  suivante  convient 
aussi  bien  aux  équations  transcendantes  qu'aux  équations  algébriques. 

Désignant  par  a  la  valeiu'  approcliée  de  l'une  des  racines,  valeur 
que  fournira  l'un  quelconque  des  procédés  en  usage,  nous  aurons 
recours  à  la  méthode  des  coefficients  indéterminés,  et  nous  poserons 

(2)    jc  =  a  —  A/-  +  A."^—^  —  ^3  ~—^  +  ^i 


<:.3  '     '  1.2.3.4 

La  forme  donnée  à  ce  dévelopj)ement  satisfait  à  la  condition  que,  si  n 
est  racine  de  l'équation  (i),  ou  ait  effectivement  jc  =  a. 

Ceci  posé,  puisque,  par  hypothèse,  le  développement  (ajdoit  foiuniir 
une  même  valeur  de  a:,  lorsqu'on  y  introduit  une  valeur  quelconque 
a  prise  entre  les  limites  pour  lesquelles  la  série  est  convergente,  on 
doit  avoir 

(3)  £  =  "• 

Cette  relation  va  nous  permettre  de  déterminer  les  coefficients  A,, 
Ao,  ....  Observant  que  ces  coefficients  sont  nécessairement  des  fonctions 
de  a,  nous  aurons,  en  appliquant  la  condition  (3)  au  développe- 
ment fa, 

df     ,     [  ^     <V         dK\fa         (^     df         r/AA   [fn] 

(la  <la  j     i  .1 

S,. 'IL  -^A  (■^^''' 

'  (la  (la  /   1.2.3 

Or,  cette  relation  devant  avoir  lieu,  quels  que  soient  a  et,  par  suite, 
Ja,  on  en  déduit  les  équations  de  condition  suivantes,  dont  la  première 
détermine  le  coefficient  A,  : 

,,s     ■     rf/  .     df       f/A,        .     df       rfA,        .    df       dk. 

(4)  A,---.,     A,^  =  -,     A,-  =  -,     A,-  =  --,     .... 

Il  reste  à  exprimer  les  coefficients  Ao,  A;,,  ...,  au  moyen  des  dérivées 
de  la  fonction^.  DiKérentiant  la  première  de  ces  équations,  nous  aurons, 
en  transposant  ensuite  le  terme  en  A,, 

d\,df  ,    (Pf 


A.|-(A.|-^)-^f-(A. 


1^ 'Jl  —  _  \   'il- 

du    da  '  d(0  ' 
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d'où,  en  vertu  de  l'une  des  relations  (4), 

(la-  da' 

Celte  équation  nous  fournit  la  valeur  de  A 2  en  fonction  de  A,  ;  eu 
la  différentiant  de  même,  ou  aura 


dk.dp  _  d\f        dk,  d\f 


^kS''^: 

la   da''  '  da  du'  ' 


en  ayant  égard  aux  valeurs  (4)  de  -j^  et  — -^)  ou  en  déduit 


4    ''Il  — 
^^^  da'  " 


da 

'III 
da'  ' 


3  A 


'  da^  da 


Ceci  suffit   pour  montrer   comment  s'obtiendront,   de   proche  eu 
proche,  les  résultats  que  l'on  a  réunis  dans  le  tableau  suivant  : 


U>) 


'  \A 
A 


4/ 

'  da    '— 

'  1 

-  da' 

A   '^'■^' 
^'dli' 

df 
'  da'  - 

'^'da' 

'  da'  ~ 

A  '^ 

dp 
^da^~ 

'^'  da' 

-^•.\yM} 


Ajs-;^ 


tl'I 

dti'  du 


da'  dà^ 

ld'f\  =  df 


^•W.S\ 


,  r     d-fdr       rià'fyàf  I         r 


d\fdj^ 

(la'  da' 


Ainsi  qu'on  l'a  annoncé,  les  coefficients  A,,  Ao,  ...  se  trouvent 
exprimés  directement,  au  moyeu  des  seules  dérivées  de  la  fonction  y. 
La  loi  des  coefficients  eit  facile  à  reconnaître  jusqu'aux  termes  en  A^  ; 
mais,  au  delà,  il  est  difficile  de  l'apercevoir. 

Il  sera  utile,  dans  les  applications,  d'obtenir  les  valeurs  explicites 
des  coefficients  :  pour  en  simplifier  l'écriture,  il  nous  paraît  conve- 
nable de  remplacer  les  dérivées  par  certaines  fonctions  de  ces  déri- 
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vées,  en  posant 

■  c,  .'V  d'.f.'ip  'l\f  .df  rf'/.rf/' 

Nous  nous  dispenserons  d'écrire  ici  le  rosultal  de  la  tranbft)raiation  des 
formules  (5). 

Par  lin  transport  snccessif  des  valenrs  des  coefficients  obtenus, 
dans  les  expressions  de  ceux  qui  viennent  ensuite,  on  forme  les  va- 
leurs explicites  des  divers  coefticients,  et  l'on  p^ut  écrire  immédiate- 
ment la  valeur  de  x,  en  portant  ces  coefficients  dans  le  développe- 
ment (2);  il  vient  ainsi  finalement 

=  n  —  a, c<i  a.j [-  y.^  [y.3  —  j«ô) 


a ,  (  a .,  —  I  o  «3  «o  -f-  I  5  « 2 1 


1.2.3 


■j)    {  '-    ■  '    -  '->  1.2.0.4 

H-  a.  «5  —  I  oy.;  «0  T-  loSiTa  c/.l  —  loja.î  —  io« 


^^  1.2.3.4.5 


développement  qui,  réduit  à  ses  deux  premiers  termes,  s'identifie  avpc 
le  résultat  de  Tapplicalion  de  la  méthode  de  Newton. 

Sous  cette  forme,  il  est  visible  que  l'on  pourra  calculer  assez  rapi- 
dement les  trois  ou  quatre  premiers  termes  qui  viennent  à  la  suite  de  a. 

I.a  série  sera  d'autant  plus  convergente,  que  l'arbitraire  a  sera  plus 
voisine  d'une  des  racines  :  il  est  évident  que  cette  arbitraire  a  ne  pourra 
servir  à  déterminer  une  racine,  qu'autant  qu'elle  restera  comprise  dans 
les  limites  hors  desquelles  le  développement  cesserait  d'être  convergent, 
et  qu'entre  ces  limites  la  formule  fournira  une  valeur  nnique  de  x; 
car  autrement,  on  ne  concevrait  pas  qu'elle  donnât  la  valeur  de  l'une 
des  racines  réelles  de  l'équation  proposée,  plutôt  que  celle  des  antres, 
si  l'équation  en  a  plusieurs.  On  comprend  dès  lors  comment  on  ob- 
tiendra les  autres  racines  réelles,  au  moyen  de  valeurs  assez  approchées 
pour  que  le  développement  reste  convt-rgent. 

Ces  consitléralions  nous  send)lent  établir  luie  liaison  intime  entre  le 
problème  de  la  séparation  des  racines  et  celui  de  la  convergence  de  la 
série  (7). 

On  pourra  remarquer  que  la  précédente  mélhode  s'appliquerait  à  la 
détermination  des  racines  d'un  système  d'équations  à  plusieurs  incon- 
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nues;  mais  les  résultats  seraient  notablement  plus  compliqués  que  ceux 
relatifs  à  une  seule. 

Présentons  quelques  applications  numériques  de  nos  formules. 

Premier  exemple    —   Nous  choisirons  relui   que  l'on   Uouve  dans  le  Dictior/nni/r 
des  Sciences  mathématiques  de  M.  de  Monlferrier,  t.  11,  p.  458. 
Soit  l'équation  à  résoudre 

/.;■  =z  x~  —  i.r  —  20  ^  G  ; 
1)11  en  déduit 

—  =:3.r—  2,         _       =  +  6^,         —-=L-\-Q. 
dx  dx-  dx' 

Observant  que  l'une  des  racines  est  comprise  entre  i  et  3,  mais  plus  voisine  de  ce 
dernier  nombre,  on  fera 

«  ==  3  :       d'où      /«  :.::  -)-   I  ,        ^^  -rr  H-  25,        ^=  -|-   ,  8,        ^=  -,-  6, 

da  dà'  da^ 

et  les  formules  (6)  donneront 

a,=  -pî      a,=  — j—        a———-,      d  ou      a,  — 3a'=;  — b — —  ■• 

aS  (25)2  (25)^  '  (20y- 

mettant  ces  valeurs  dans  la  formule  (7),  il  vient 

^         '  ^  '^7  -x  r  Kl-  / 

•'"  =^   3 r    T-TT—,    , ^    .   .  .    =  S  0,04    0,000070  0,000014      •   .   • 

25  (25/  (25)"  '     T  '  /  -I 

ou 

.r  ==  2 ,  95g4 1  o . 
Vérification  : 

a=  = +25,91884 

—  2.x  —  20  =:  — 25,91882 

Somme.  .  .  = -h  0,00002       (*). 
Deuxième  exemple.  —  Résolution  de  VJùjuation  dite  des  Comètes. 

J-r:=z  sin'.r  —  -  sin  1  .r  —  g\  =  O; 

pour  faciliter  les  difl'érentiations,  on  mettra  l'expression  de/.r  sous  la  forme 

'         r  '  '    ■    /  V       3 

fx^r.  -\-  -  C0S4-^ <^0S  IX  —  •-  Sin(.''  —  g'i  -+-  rri 

o  2  «  o 

(*)  Au  moyen  du  même  nombre  de  termes,  l'auteur  du  Dictiuimaire  trouve  i- =  2, 9594047  el 
l'erreur  de  l'équation  est  — 0,00011;  la  cause  de  cette  erreur  est  dans  une  faute  de  signe,  qu'il 
a  commise  en  faisant  la  somme  combinatoire  à  laquelle  il  a  eu  recours. 

16.. 
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01  l'on  en  déduira 

df  I    .     ,  I         ,  , 

-r- = sin4'î^+     sin  2x  —  -  cosf  JT  —  g-,    , 

ilx  1  h         • 

- —  =:=  —  2cos4  X  -\-  1  cos"2r-i-  -sin{j:  —  g^), 
ax*  Il 


Soient  donnes 


=  -I-  8  sin  4''  —  4  sina.j-  -I-  -  cos(.<-  —  g 
l.  /;=  G,  1761986,     §■  =  —  iS" 37' 47",  04. 


On  suppose  (voir  Annales  de  l'Observatoire,  Mémoires,  t.  III,  p.  i54),  que  l'anylc 
—  g  ov.  C  —  g  du  Mémoire,  est  voisin  de  90  degrés  :  nous  poserons 


d'où 


«  —  ^=90 


«=    643,212,96,  /"  =  —  0,0056995,        /./«=       7,75584- 

2n  =  12844  25,92,        S'"  2a  ^  +  0,77999,  ces  2<7  =  — 0,62579, 

4  a  =;  267  a8  5i  ,84,        sin4a^^  —  0,97622,  0084"  =^  —  "1,21676, 


cos(a  —  ^)  =  o, 


sin(«  —  g-)  z=  +  o,6665o  : 


/.,^=:o,io3i54-f-,     /. '-^  =  9,i8o58-,      /.  ~^- i  ,o386i -, 
da  '  ^  da"        •"  da^  ' 

/.  a,  =  9,896846  +  ,         /.  Kj  =:  8,97427 —,  /.a,  =  0,72915 —  , 

/.  (aj  —  3aj)  =  0,731  3o  —  , 

/.   —  a,z,  :=8,8nU   -4-,  /.  a,  (ttj  —  3a;)  =  O  ,628  I      —  , 

f" 


,(:<,- 3«;) 


ifaX- 


1.2.3 


=  +  0,004494^       /.  :r:  7 ,652  69-^■ 
=; -+- 0,0000012       /.=4)08i7  + 
1=4-0,0000001       /.  =  3,ii75-J- 


VfriiliMlioii 


—  0,00449^9  =  01527,36 

a  ^r-  64  22  12,96 

X  z:^  64  37  40,  32 

r  —  g  r=  90  I  5  27  ,36. 

/.  sin'.i- =  9,8237969 

/.  -sin(.i-  — g)=  9,8?.3797o 

Krreur    T  o.ooonnoi 
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Sur   les   équations    différentielles    linéaires    qui  admettent   des 
intégrales   dont    les    différentielles   logarithmiques  sont  des 
fonctions  doublement  périodiques  ; 


Pau   m.    L.    FUCHS, 

à  Heidelbei'g. 


Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.   Hermite. 


1.  Je  me  propose  le  problème  de  déterminer  les  coefficients  de  l'é- 
quation différentielle 

,     ,  à"  Y  if"-' y 

de  manière  qu'elle  soit  satisfaite  par  un  système  fondamental  d'inté- 
grales uniformes  7,,  jo,  ..  .,j„„  ayant  la  propriété  qu'en  posant 

(2)  ri=f{x), 

[5]  \    ,  ,  ,  }  *  =  1 ,  2,  o,  . .  .  ,  m; 

et  que  les  points  singuliers  de  l'équation  différentielle  soient  des  pôles 
de  ses  intégrales. 

On  voit  d'abord  que  les  quantités-  — j^  sont  des  fonctions  uniformes 
doublement  périodiques  aux  périodes  2K  et2K/'.  En  posant  dans  l'é- 
quation différentielle  ;> ,  au  lieu  de  j  et  en  exprimant  /?,„_  {,  Pm-2y  •  •  ■  1  P-, 
au  moyen  des  équations  au  nombre  m,  ainsi  obtenues,  on  obtient (uo/r 
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mon  IMémoirc,  t.  LXYI  du  Journal  de  M.  Borchardl,  n°  4)  ces  coeffi- 

I  </*  ) 

cienis  comme  fondions  des  quantités ;^- 

'■  Xi   "■' 

Donc  CCS  coefficients  sont  des  Jonctions  imijornies,  doublement  pé- 
riodiques aux  périodes  2Yi.  et  2K'/  (jui  ne  deviennent  infinies  que  de  ma- 
nière que  leiîrs  valeurs  réciproques  restent  continues. 

Comme  les  intégrales  ne  deviennent  discontinues  pour  un  point  sin- 
g(dier  a,  que  de  manière  qu'elles  se  transforment  en  fonctions  liolo- 
morphes  dans  le  voisinage  de  a,  en  les  multipliant  par  une  |)uissance 
déterminéede  [x  —  a),  il  s'ensuit  (voir  mon  Mémoire,  t.  LXVl,  n°  4i  et 
t.  LXVIII,  n"  3,  du  Journal  de  M.  Borch.irdt)  qu'on  a  dans  le  voisinage 
de  a 


où  P,  est  liolomorphe  dans  le  même  voisinage. 

2.  Considérons  eu  parliculirr  l'équation  différenlielle  du  deuxième 
ordre 
,  <P  II  du 

v^/  ;^+/'*^ +  /'""  =  "' 

on  a,  dans  le  voisinage  d'un  point  singulier  a, 

'    '  .r- —  {,■'         X  —  n  ' 

OÙ  «,  ^,  /5  sont  des  constantes  et  7,,  q^  des  fonctions  holomorplies 
dans  le  voisinage  de  a\  donc  les  fonctions  doublement  périodiques 
p^,  /?2  ne  deviennent  infinies  pour  x—  a  que  respectivement  de  |)re- 
nùeret  de  second  ordre. 

Par  suite,  si  l'on  représente  /?,  selon  votre  \wk\\\oA^  {Note  sur  la 
théorie  de%  Jonctions  elliptiques,  ajoutée  à  la  G''  édition  du  7\aité  de 
Calcul  différentiel  et  de  C<dcid  intégral  Ae  F.acroix),  on  obtient 

(9.)  /j,  =y+y  A,l\logH(j:-a), 
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OÙ  le  signe  ^  se  rapporte  à  tous  les  points  singuliers  <7,,  a,,  ■•■,  n^ 
contenus  dans  un  parallélogramme  de  périodes  et  où  y  signifie  une 
constante,  el  où,  déplus, 

(3)  2//.  =  o. 
il  s'ensuit 

(4)  .  =  e'^''''^'''  =  i'^'''X\^[ll[a:-a)f^'- 
En  posant 

(5)  n  =  vy, 
on  a 

où 

donc  P  est  aussi  une  fonction  uniforme  doublement  périodique  qui 
devient  infinie  dans  les  points  singuliers  au  plus  de  l'ordre  2,  et  si  l'é- 
quation différentielle  (A)  possède  un  système  fondamental  d'intégrales 

avec  la  propriété  indiquée  par  l'équation  (3),  n"  1,  l'équation  diffé- 
rentielle (B)  a  aussi  un  tel  système  fondamental,  puisque  la  fonction  c 
satisfait  aux  équations  (3),  n"  l,en  ayant  égard  aux  équations  (3)  de 
ce  numéro.  Donc  nous  pouvons  nous  restreindre  à  la  recherche 
concernant  l'équation  différentielle  (B). 

3.  Soitr(a;)  une  fonction  uniforme  satisfaisant  aux  équations 

I  F(.r  +  2R  )=f;.F(x), 

et  qui  ne  devient  infinie  que  d'ordre  fini,  D^^  log  F(jl)  est  uniforme 
doublement  périodique  et  ne  devient  infini  que  du  premier  ordre. 
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Par  suite  on  a,  d'après  votre  mode  de  représenlation. 


(2) 


D.^  log  F(x)  =  c?  -1-  y  /•,■  D.,  log  H  (,r  —  «,), 


où  le  signe  1  s'étend  à  tous  les  zéros  et  les  infinis  de  la  fonction  F  {x) 
contenus  dans  le  parallélogramme  des  périodes,  5  désignant  luu- 
constante  et 

De  l'équation  '2'  il  suit 

(4)  F(.r)  =  e--''n,["^'^-«'1^ 

où  le  signe  II  s'étend  aussi  aux  mêmes  zi'ros  e(  infinis,  0'  dési- 
gnant une  constante.  La  fonction  F(.r)  étant  uniforme,  les  exposants  1 
sont  des  nombres  entiers,  positifs  ou  négatifs,  selon  que  n  correspond 
à  un  zéro  ou  un  infini. 

On  a,  dans  le  voisinage  de  rt^, 


(5; 


OÙ  le  signe  2  s'étend   à    tous    les   /7,,    excepté  a^,  o{x)  élaul    uni- 
fonction  holumorphe  dans  le  voisinage  du  fi/,  et  œ(rt*)  =  o;  donc,  en 


|)Osan 

(6/ 


il  s'ensuit  de  l'équation  {'a)  que,  dans  le  voisinage  de  a^, 
(7)  [l),.logF(.r)?=-— ~" +  2-^'—  +A. 

OÙ  (J-  est  holouiorphe  dans  le  voisinage  de  a^. 
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Ou  a  donc,    d'après  votre  mode  de  représcntalion  des  fonctions 
doublement  périodiques, 

(  [DJogF;.r)T^  =  =4-5;j^/-,R,DJogH(a- -rt,) 

(8)  j  ^' 

\  — /-ID^logHfx  — rt^)], 

£  étant  constant.  Il  s'ensuit 

^  Y)IV{3C)  -  D;  iogF(.r)+  [DJogBH^'j? 

(9)  \  =8+ 21.[(2'•<fi,•^^logH(x-rt,■| 
^  +  (7-,-/'jD.;logH(:r-a,)J, 

d'où  ce  théorème  : 

Pour  que  V équation  différentielle 
(B)  ^:-Pr 

^  dx- 

soil  satisfaite  par  u/ie  inte'i^rale  uniforme  ayant  les  propriétés  indiquées, 
iljaut  et  il  suffit  que  V  ait  lajnnne 

(10)  P  =  c-F-2i.[-^'''^--^"gI^(-^- «'O  +  B.D;  logH(.r-a,)J, 

et 

A,  =  2r,R,,      B/  =  /■,  —  '■•. 

;•,■  étant  un  nombre  entier.  On  a  alors 

où  le  signe  TT  s'étend  à  toutes  les  valeurs  a',^  pour  lesquelles  ht 
fonction  F(aj)  s'annule,  et  pour  lesquelles  />,  ==  i ,  R,,  =  o  :  donc  A/^  =  u, 
B;;.  =  o.  Pour  ces  valeurs  d^  la  fonction  P  ne  devient  p.is  infinie;  en 
désignant  leur  nombre  par  k^  on  n,  d'après  l'équation  (3), 

(l  7.)  it  +  /',  4-  /■.  +  .  .  .    —  o, 

Journ.  de  Math.  (3"  série),  tome  I\'. —  AvniL  1S78.  I7 


l3o  L.     1-IJCH>. 

où  /•,,  /%,  ...  appartiennent  à  ceux  des  points  a  pour  lesquels  la  fonc- 
tion P  devient  infinie. 

4.  Supposant  maintenant  que  l'équation  différentielle  (B)  ait  une 
intégrale  j,  de  la  forme  (i  i)  du  numéro  précédent, 


:■)  ^'-fti 


est  aussi  une  intégrale  de  la  même  équation.  D'après  le  mode  de  re- 
présentation que  %'ous  venez  de  publier  dans  les  Comptes  rendus, 
t.  LXXXVI,  p.  (î()3,  on  a 

(2)  ^  =  ^[^Ji^c  -  a)  ^  A.Dyf.r  -  a)  ^  .  .  .  +  A,Dy(x  -  a)], 

où  le  signe  2  s'étend  à  tous  les  zéros  a  de  la  fonction  j',  de  manière 
que,  d'accord  avec  la  signification  indiquée  ci-dessus,  7  ,  devient  zéro 
de  l'ordre  r. 

I>a  quantité  A  est  le  coefficient  de  (,x"  —  a)^''"'  dans  le  développement 

de  ^ :.—^  suivant  les  puissances  de  1  .r  —  a). 

L'intégrale  J2  se  comporte  dans  le  voisinage  de  a  connue  un  loga- 
rithme, sinon  A  =  o. 

Si  l'on  veut  donc  que^-,  soit  aussi  uniforme,  on  doit  avoir,  pour  tous 
les  zéros  de^,,  A  =  o;  par  suite  on  a 

(3)  J^  -  ;^[A.D/(a;  -n)  +  ...  -^  \,U'/(a:  -  a)\; 
donc  j-.,  a  la  forme 

(/,)    ;■„  =  j-,  [\J{x  -  a)  +  A2D/(x  -  rt)  +  . .  .  +  \,.U'-'J{x  -  rt)J, 

et  eîle  satisfait  aux  équaîions  (1),  n°  3,  et  de  plus  ^'1,^2  font  un 
système  fondamental. 

5.   Application  au  cas  de  l'équation  différentielle  de  Lamé. 

En  supposant  que  dans  l'équation  différentielle  (B)  la  fonction  F  ne 
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devient  infinie  dans  le  parallélogramme  de  période  que  pour  la  valeur 
^  —  2R'/  et  en  posant 

^  ''   ©loi 

2)       ,  A    ^  2rR=:rO, 

(3)  B  =  r-  i-=  -n{Ti-^  i], 

l'équation  différentielle  devient,  d'après  luie  formule  connue, 

-^,  =  [n{n -+-  i)/x-  à\i\-  amx  -h  /ijj  : 

c'est  l'équation  de  Lamésous  la  forme  que  vous  lui  avez  donnée,  p.  690 
des  Comptes  rendus. 
On  a,  dans  ce  cas, 


les  quantités  n\  ,  a\  dépendant  essentiellement  de  la  valeur  de  h. 
Pour  le  cas  spécial 

(5)  —  =  (aA^sin^amjT  +  A^sin-amo  —  /  —  k-  y, 

dont  vous  parlez  dans  votre  lettre  du  27  octobre  1877,  on  a  «  =  i,  et 


(6)  r,  =F(„r)  =  e^ 


e(.r] 


En  posant  ce!te  valeur  dans  l'équation  différentielle  (5),  on  déduit 
%       0'  i  rt  i 


trouvée, 


(7)  y.  =  Fr.^^  =  "(^-"J/'^(^- 


'7- 
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Une  autre  intégrale  7-,,  faisant  un  système  fondamental  avec  ri,  se 
trouve  par  l'équation 


(«,  ;.=r./,^ 


Pour  l'évaluer  ou  |)eul  suivre  le  chemin  que  j'ai  iuiliqiié  dans  ma 
Lettre  du  3o  octobre,  mais  ou  peutaussi  exprimer -t.  par  votie  formule, 
p.  693  des  Comptes  rendus. 

a.  Eu  représentant  -^  par  votre  formule,  je  vous  demande  de  me 
permettre  de  faire  auparavant  une  remarque  à  l'égard  de  votie 
foncliou  y  (,r).  Pour  qu'on  puisse  représenter  une  foui  tiou  F(aJ  de- 
venant infinie  pour  un  nombre  infini  de  points  du  plan,  par  /(x)  et  les 
dérivées  de  cette  fonction,  il  faut  c[uc  J\x)  jouisse  de  la  même  pro- 
priété. 

Par  là  il  est   défendu   que  la  quantité  w  soit  telle  que 

où  «,  ,3  sont  des  constantes.  Cette  équaliou  n'est  remplit'  que  si 

OJ  =;  ?;2  2K   -r-  //  2l\'/, 

où  m  el  n  sont  des  nombres  entiers.  Posons  donc 

(>)  ■H-r)=_;^> 

on  il 


(  -'iK 


> 
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Pour  exprimer  ^{x)  par  votre  formule,  on  doit  poser,  p.  692  des 
Comptes  rendus, 

(4)  )     "      ^«^  ' 

f     OJ  =  2(7. 

Votre  formule  est  donc  applicable  pour  notre  cas,  excepté  pour  les 
valeurs  de  a  que  voici 

(5)  a  =  inK  4-  nK'i    m,  n  nombres  entiers), 

c'est-à-dire,  comme  6  {a)  ne  doit  pas  être  zéro,  afin  que  siu  anui  entt  a!!t 
dans  l'équation  différenlielle  reste  fini  pour  ces  valeurs  de  a,  pour 
lesquelles  on  a  H(a)H,  (r?)  0,(fl)  =0,  où 

(5  r?)  siu  ama  cosamn  A  aina  =  o. 

Mais  si  a  n'appartient  pas  aux  valeurs  (5),  la  fonction  '^{x)  est  repré- 
jeiitable  par  votre  formule,  et  nous  choisissons 

/,..,  ,7     N         V\'\o'   W   .r-i-r><7i     — ^TTT-:^'- 


La  fonction  'i^\x)  ne  devient  infinie  dans  un  |>arallélogramme  de  pé- 
riode que  pour  le  point  a'  =  a,  et  là  elle  devient  infinie  de  second 
ordre. Le  coefficient  de  x  —  a  dans  le  développement  de  j/  {x)  [x  —  a)-, 
selon  les  puissances  de  x  —  a,  s'annule;  par  suite  on  a,  d'après  votre 
formule,  p.  693  des  Comptes  rendus, 

(7)  ^  (•■*■)  =  A I  ^f.x  —  et); 

donc,  à  un  facteur  constant  près, 

comme  vous  avez  trouvé  aussi. 
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Il  suit  tlii  développement  précédent  qu'il  y  a  une  exception,  si  a 
Hppartient  à  la  valeur  (5),  mais  aussi  qu'il  n'y  a  pas  d'autre  excep- 
tion. Cela  est  d'accord  avec  ce  que  j'ai  indiqué  dans  ma  Lettre  pré- 
cédente. Dans  ce  cas  d'exception  on  doit,  ou  procéder  comme  je  l'ai 
déjà  fait  dans  ma  Lettre,  ou  choisir  laie  fonctiony(a:)  par  laquelle 
soit    représentable   une    fonction    \'[x)  jouissant  de   la  propriété 

F(x  +  2K  )  =  i).Y[x\ 
Y  X  -I-  2R'/   =  u/Ffo-l. 


Voici   maintenant    avec  plus  de    détails    les    calculs  relatifs    a    ma 
Lettre  du  3o  octobre,  pour  l'évaluation  de  l'inlégraie  y.,  ^=  y,  j  ^• 
Je  pars  de  l'équation  connue 


>  r*  sin  am<j  cosamflAamtt    ,  &'\a,         1  , 

t  j  /        — .-; r- ClX  =    —  X  —  +  -  loe 

J^       sin'ain«  —  sin'amx  ® ,"  1  2      •- 


'   U„»("  +  ' 


Il   rt- 


qui  vaut  pour  tontes  les  valeurs  de  a,  excepté  les  valeurs 
',2)  a  =  niK-hnK'i     (>«,  7i  nomljres  entiers). 

Par  la  dillérentiation  de  l'équation  (i)  on  obtient 
/  o  \  T-k    I       H(x  — o)  fsin  atna  rosamwA  ani/t        &'\a    1 

(3  D^logr-^ ; =    -      2        -— — h   --^—        , 

de  là 

4.           r     ,        H  X  —  n]            0';al                       sinama  cosamaÂ  aina 
)  D.r  loiî  ~ 4-  2  — ^  X  =  —  2   — ^ -; 

n[x-ra'  Qi  (ij  sin'ainti  —  siii'aïux 

D'autre  part  on  sait  que 

suramn  —  sin-ama:=  _      '    '    *  '    ^  '■ 


K0'(:»:)e'(a) 
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donc  l'équation  (4)  devient 


l\log 


H 


,0'(«) 


'] 


_\.i!j:-i-a) 

Multipliant  les  deux  membres  par 


^  _  /.   H(^)n,(«)0,(«) 


©1«   0={0  H(.r -t-rt)H(.r  —  « 


H(x-ha) 


il  suit 


(5)  ["H/.r-.)     ^gg-^1  e'(.)/^U'--_const_ 

De  cette  équation  on  déduit 

-  :=      -,  =  const.  :n-^^ e  ^■'''>    y 

.y<      J  j ,  B['-i-„ 

par  suite,  à  un  facteur  conslant  près, 


(6) 


&(.t]      '■■ 


L'équation  (i)  est  en  défaut,  si  l'on  attribue  à  la  quantité  a  une  des 
valeurs  (2). 

Prenons  a  =  o,  rt  =  K,  «  =  R  4  IK'  :  alors  on  a,  k  des  facteurs 
constants  près,  respectivement 

j'i  —  sin  anicT,    j',  =cosamj:,    j,  =  AaniJi:; 


J  sin-aiiij:        '^  b      ^     ,' 

I — [~ —  :-  »),a'  —  D  loeH,  (x), 

/  -— —  =  i],.r  —  Dlo£;0,(a:), 
J  A^amj;        ^^  dm;' 
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5,  ^1,  5a  étiiiit  des  coubtaïUes  connues;  donc,  on  a  respectivement 

H  tri  H'   .r 


Hi'idelborg,   lO  novembre  1877. 


H,(x)      n'.ix] 


0[x)  0  I  J- 

0,   .r)  0',  [xj 


A  votre  demande  j'ajoute  ici  aujourd'hui  un  résumé  bref  des  recher- 
ches que  j'ai  faites  depuis  que  je  vous  adressai  la  lettre  mentionnée 
dans  celte  Note  et  que  j'ai  publiées  dans  les  Nouvelles  de  la  Société 
royale  (le  Gotiiiignc{d.  d.  i5  décembre  1877). 

L'équation  difiVrentielie  de  Lamé  et  de  niéme  ces  équations  dllfé- 
renlielles  qui  font  base  à  la  théorie  des  fonctions  de  Lamé  d'ordre  su- 
périeur, introduites  par  M.  Heine,  ne  sont  que  des  cas  particidiers 
d'une  classe  d'équations  différentielles  linéaires  du  second  ordre,  que 
j'ai  traitées  dans  mon  travail  [Jouriwl  de  M.  Borchnrdt,  t.  LXXXI, 
p.  1 16- 1 18,  u°  13),  et  que  j'y  ai  intégrée  au  moyeu  d'intégrales  ellip- 
tiques et  livperelliptiqut's. 

Dans  l.i  Note  mentionnée  insérée  dans  les  Nouvelles  de  bi  Société 
rojale  de  Gôttingue,  après  avoir  résumé  dans  le  n"  1  le  résultat  prin- 
cipal du  n°  1 3  de  mon  travail  du  t.  LXXXI  du  Journal  de  M.  /iorcliardt. 
je  fais  voir  dans  le  11°  2,  ;iu  moyen  de  ce  résultat,  que,  poui'  que 
l'équalion  spéciale 

,A)  R(z)^-HiR'(s)^+H(.;«  =  o, 

où  R(z),  H(z)sont  des  fonctions  rationnelleset  entières  respectivement 
du  degré  ;«  et /n  —  2,etR'(z)  =  — ^»  ait  inie  intégrale  de  la  forme 
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où  G  est  une  fonction  rationnelle  et  entière  et  X  une  constante,  il  faut 
et  il  snffit  que,  pour  tout  zôro  b  de  la  fonction  G(r), 

(B)  G'{bYK[b)  =  -l 

et 

,„,      „,  r        I  /rf'ogGX»        \  (P\ocG         I  rflogG  r/logR  \     "1„ 

(c)   w[z  =  [- 1  [-^ir)  -  ;  -ci^  -  4  -dT  -jr  +  w^r' 

Si  X  s'annule,  G(c)  s'annule  pour  z  =  Z;  de  premier  ou  de  second 
ordre,  selon  que  R  {b)  est  égal  à  zéro  ou  différent  de  zéro.  Dans  ce  cas, 
si  R(^)  est  différent  de  zéro,  on  a 

/RM  G'--(6)    _        3R'(&) 

^     '  G"(è)    ~        2  R(6)  ■ 

Dans  le  n°  3  j'applique  les  résultats  du  n°  21  de  mon  Mémoire  cité 
contenu  dans  \ç.  Journal  de  M.  Borcharât,  t.  LXXXI,  p.  129,  desquels 
il  suit  que  G(z)  satisfait  toujours  à  l'équation  différentielle 

au  moyen  de  laquelle  je  détermine  les  coefficients  de  la  fonction  G(z), 
et  j'établis  les  conditions  pour  que  l'équation  (A)  ait  une  intégrale  de  la 
forme  G,  (z)\/R,  [z],  G,  (z),  R,  (z)  élant  des  fonctions  rationnelles  et 
entières  dont  la  dernière  ne  s'annule  quedu  premier  ordreetseulement 
pour  les  racines  de  l'équation  R(z)  =  o. 

Ayant  ainsi  trouvé  G(z),  si  G(z)  n'a  aucun  facteur  quadratique, 
l'équation  (A)  a  un  système  fondamental  d'intégrales 

(E)  u,^G^y^'i^^\     «,  =  gV^''~^'^^«, 

Je  démontre  dans  le  n°  4  que  l'intégrale -V—  X  /— ^est  une  in- 

tégrale  abélienne  de  troisième  espèce  devenant  infinie  pour  2  =  è, 
comme  la  fonction  ±  i  logfz  —  bi).  En  me  réservant  l'évaluation  de 
ces  intégrales  au  moyen  des  fonctions©  abéliennes,  ainsi  que  la  con- 
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sidératioii  plus  approfondie  du  cas  À  =  o  à  une  autre  occasion,  je  inc 
restreins  dnns  les  numéros  suivants  au  cas 


(A' 
où 


R(z) 


(l-  u 


-R'(z 


,  du 


R(z)  =  (i---)(i  -/t=z^), 
quelon  obtient  en  faisant  dans  l'équation  de  Lamé 

En  évaluant  alors   les   intégrales  (E),  je  trouve,  dans  le  n''  a,    le 
système  fondamental  d'intégrales  de  l'équation  de  Lamé 


-■-^='^e: 


0(;S,)  H(.r  +  p,l 


H(x-p,)'^ 


'-,) 


0   .i- 


en  désignant  par/;,  =  sinamjS,  l'une  des  racines  de  l'équation  G(z)  =  o 
et  en  déterminant  le  signe  de  S;  =  ±  i  par  l'équation 


11  est  remarquable  que  les  cas  d'exceptions  s'offrent  par  la  même 
méthode  sans  aucune  difficulté.  Eu  effet,  je  démontre  dans  le  n°  6 
qu'il  n'y  a  d'exception  que  quand  l'équation  (A'j  est  satisfaite  elle- 
même  par  une  intégrale  algébrique,  c'est-à-dire  pour  les  valeurs  de  li 
pour  lesquelles  ou  peut  satisfaire  au  système  d'équations  linéaires  sui- 
vantes ; 


(G) 
pour 


7+  2)(/-l-  \)cu.—  [(/+  a)-  -4-  (/  +  f3)-F  ^-ll]Ci 

-h  k- [l  -h  a  +  [i  -h  n  —  i )( l  -h  a  -{-  p  ~  n  —  2;C/_2  =  o, 


/  =  o,    1,2. 


«—  |3  -F  2, 
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OÙ  a,  /3  désignent  l'nn  ou  l'antre  des  nombres  o,  i .  Selon  que  n  —  a  —  /3 
est  pair  ou  impair,  on  peut  poser  les  coefficients  d'indices  impairs  ou 
pairs  égaux  à  zéro,  et  l'élimination  des  quantités  c  restantes  conduit 
à  une  équation  algébrique 


(H) 


^{h)^o. 


pour  déterminer  la  quantité /«.  Les  intégrales  de  l'équation  de  Lamé 
se  trouvent  dans  ce  cas  comme  voici  : 
En  posant  «  —  a  —  /3  =  pt,,  on  a 


/  'xfx  \Rf    ■  >--w^   H(.r-f-S/)H(.r— S/1 

j,  =  (cos  amx/(A  am  jc)P(su]  ani  jt)"  M  — ^ _        l_ ^, 


:i) 


r2^j 


-T-j:f  +  ^^w;D^logH(x  +  /3;)H(j?  -  ^i) 
£  D^.  1  og  H  (.5f)  -t-  «7  D.J  og  H ,  [x)  +  /3  rî  D.^  log  0 ,  (x) 


} 


/;,=  sin|3,  étant  racine  de  l'équation  Fcp(z)=o,  où  Fap(z)  est  une 
fonction  rationnelle  et  entière  du  degré  a,  dont  les  coefficients  se  dé- 
terminent par  l'équalion  (G). 

Dans  les  formules  (I)  on  a  £  :=  o  ou  £  =  i,  selon  que  u.  est  pair  ou 
impair,  et 


R'dlFi 


''^'& 


W/- 


i8. 
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Enfin  j'explique,  dans  le  n"  7,  aussi  par  une  autre  niétliode,  eu 
ni'.ii)puyant  seulement  sur  les  principes  de  la  théorie  des  équations 
différentielles  linéaires,  sans  recourir  à  l'évaluaiion  des  intégrales, 
pourquoi  l'exception  doit  se  présenter  dans  le  cas  indiqué. 


H.iaelbcrg,  3 1  jaiivior  1878 

L.   Fl'chs. 
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Géométrie  et  Géomécanique.  Aperçu  des  faits  qui  montrent  la 
connexion  de  ces  sciences,  dans  l'état  présent  de  leur  déve- 
loppement (')  ; 

Par  m.  W.  FIEDLER. 


A  l'article  i  ■yo  de  mon  Ouvrage  :  «  Die  darstellende  Géométrie  in 
organischer  verbindung  mit  der  Géométrie  derLage  »,  a^  édition  1875, 
j'ai,  en  traitant  de  la  réciprocité  involutoire  du  système  focal  [Null- 
system),  fait  tout  particulièrement  ressortir  que  ce  système  est  l'ex- 
pression purement  géométrique  des  deux  problèmes  de  la  composition 
fies  forces  dans  l'espace  et  du  mouvement  d'une  6gure  de  forme  inva- 
riable et,  par  conséquent,  l'un  des  fondements  essentiels  de  la  Statique 
graphique  et  de  la  Cinématique.  J'ai  eu  soin,  bien  entendu,  de  citer, 
en  même  temps,  les  passages  des  ouvrages  de  Mobics  et  de  Stauut  qui 
se  rapportent  à  la  connexion  ainsi  signalée. 

J'ai  insisté,  alors,  sur  cette  remarque,  dans  la  conviciioii  qu'elle 
portait  sur  une  corrélation,  non  |)as  seulement  apparente,  mais  vérita- 
blement essentielle,  et  par  ce  motif  que,  dans  ma  pratique  de  l'ensei- 
gnement, j'avais  éprouvé  que,  poussée  plus  loin,  l'étude  de  ces  rapports 
fournissait  un  exemple  singulièrement  fécond  de  l'usage  de  la  Géométrie 
de  position,  exemple  d'ailleurs  particulièrement  important  pour  les 
études  mathémafico-techniques.  Si  je  reviens  aujourd'hui  sur  le  même 
sujet,  c'est  que  j'ai  à  rendre  compte  de  certains  développements  obtenus 
récemment  et  bien  dignes  de  l'attention  du  monde  savant  :  je  veux 
parler  des  ouvrages  du  savant  anglais  M.  R.-St.  Ball,  l'astronome  de 
Dublin. 

(*)  Cette  Notice  a  paru,  en  allemand,  dans  la  Ficrteljahrsschrift  der  Zurcher  Natur- 
forsch.  Gesellschaft,  vol.  XXI,  [J.  186  et  suivantes;  elle  avait  été  le  texte  d'une  leçon 
seuiestrale  faite,  en  1876,  aux  élèves  de  la  6'  section  de  l'École  Polytechnique  fédérale. 
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Je  vais  éiuiinércr  ici  ces  ouvniges,  une  fois  pour  toutes. 

Après  un  exemple  préliminaire,  traité  dans  un  Mémoire  intitulé  : 
«  On  tlu'small  oscillations  of  a  rigidbod}- about  a  fixed  point  underthe 
action  of  any  forces,  etc.  »  Transaci.  nj the  R.  Ir.  Jcad.,  vol.  XXIV, 
1870,  p.  598  ;  M.  R.-St.  lÎALL  publia:  «  The  theory  of  screws  »,  ibid.^ 
vol.  XXV,  nov.  1871,  p.  137-217,  où  sont  établis  les  principes  fonda- 
mentaux de  la  nouvelle  doctrine;  puis  il  donna,  dans  le  même  recueil, 
un  travail  intitulé  :  «  Screw  coordinafes  and  their  apj)lications  to  pro- 
blems  in  tlie  dynamics  of  a  rigid  body  »,  vol.  XXV,  janv.  187^, 
p.  25r)-327. 

Vinrent  ensuite  les  Mémoires  suivants: 

(c  Researches  on  the  dynamics  of  a  rigid  body  by  the  aid  of  theory 
of  screws  »,  Philosoph.  Transactions,  vol.  CLXIV,  p.  i5-4o,  1874. 

A  sketch  in  the  theory  of  screws;  Problems  in  the  mechanics  of  a 
rigid  bodv  which  bas  ihree  degrees  of  freedom  »,  TIermathena:  »  A 
séries  of  papers  of  litlerature.  Science  and  l'hilosophy,  by  Members  of 
ïriiiitv  Collège,  Dublin  »,  n°  II,  18741  p-  SoG-Sig. 

Et  enfin,  en  un  volume  in-8°  de  i3  feuilles:  «  The  theory  of  screws. 
A  study  in  the  dynamics  of  a  rigid  body  »,  Dublin,  1876,  qui  constitue 
le  résumé  final  de  toute  cette  théorie  et  dont  l'auteur  lui-même  a  rendu 
compte  dans  le  volume  IX  des  Matematische  Annalcn,  p.  54 1-553. 

I.  Il  ne  saurait  échapper  à  aucun  lecteur  attentif  aux  récentes  pro- 
iluctions  sur  cette  matière  que  la  manière  de  traiter  scientifiquement  la 
Mécanique  ne  se  soit  modifiée,  en  ces  derniers  temps,  dans  le  sens  d'une 
recherche  plus  curieuse  de  la  représentation  géométrique  en  général, 
comme  aussi,  en  particulier,  dans  celui  d'une  étude  plus  approfondie 
des  parties  à  proprement  parler  géométriques  de  cette  science.  Il  n  est 
guère  de  nouvel  ouvrage  d'enseignement,  tant  soit  peu  remarqiiable, 
qui  ne  témoigne,  à  nouveau,  de  cette  tendance  [voir  spécialement 
l'Ouvrage  si  substantiel  de  M.  W.  Sciiell,  intitulé  :  «  Tluoiie  der 
Bewegung  und  *-\cy  Kraftc  »,  Leipzig,  1870).  Ce  sont  les  innovations 
glorieuses  de  MM.  Chasles,  Poinsot  et  ÎNIiiBius  qui  s'nn posent,  de 
haute  lutte,  à  l'acceptation  universelle. 

Ce  mouvement  pourtant  ne  put  que  par  sa  liaison  avec  la  nouvelle 
Géométrie  de  la  ligne  droite,  telle  que  l'a  instituée  l'i.i  cker  depuis  1 8G5, 
aboutir  à  une  conclusion  systématique.  On  sait  que  I'lucker  lui-même 
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a  fait  suivre  son  grand  Traité  :  «  On  a  new  Gennietry  of  space  >  ,  publié 
(Inns  les  Philos.  Tvans.  de  i865,  p.  725-'-gi,  d'un  plus  petit  intitulé: 
(i  Fondamental  views regard ing  mechanics  »,  Philos.  Tro/^i^.^p.  36i-38o, 
1866;  et  en  effet,  c'est  en  développant  ce  qu'il  n'avait  fait  qu'indi- 
quer là,  vaguement  et  en  rattachant  systématiquement,  entre  elles, 
les  conséquences  qu'il  y  avait  énoncées,  que  l'on  est  parvenu  aujour- 
d'hui à  un  résultat  véritablement  satisfaisant.  Le  livre  cité  plus  haut, 
de  M.  R.-S.  Ball,  peut,  à  bon  droit,  passer  pour  le  nouveau  Traité  de 
Mécanique  auquel  Plucker  faisait  allusion,  à  la  fin  de  son  dernier 
Ouvrage. 

Ce  développement  a  pris  naissance  au  siècle  dernier,  dans  les  re- 
cherches géométriques  de  d'Alembert  et  d'EuLER  sur  le  mouvement 
d'un  système  de  forme  invariable  à  trois  dimensions  (recherches  qui, 
d'abord  en  17^9  et  lySo,  portèrent  sur  un  déplacement  infiniment 
petit  et  conduisirent  à  la  découverte  de  l'axe  instantané  de  rotation  ; 
puis,  en  1773  et  1780,  s'appliquèrent  à  un  déplacement^?'"' aiitour  d'un 
point  fixe  et  firent  reconnaître  qu'un  tel  déplacement  équivaut  à  une 
rotation  autour  d'un  axe  passant  par  ce  point  fixe),  ou  encore  dans  un 
Traité  publié  en  1763  par  Giulio  Mozzi  sous  le  titre  de  :  «  Discorso 
matematico  sopra  il  lotamento  momenfanei  dei  corpi  ».  Là,  en  effet, 
pour  la  première  fois,  on  s'était  appliqué  à  étendre,  au  cas  de  l'es- 
pace à  trois  dimensions,  la  notion  du  centre  instantané  de  rotation  d'un 
système  de  forme  invariable  situé  dans  un  plan,  déjà  utilisée  par  Des- 
cartes et  démontrée  en  toute  généralité  par  Jean  Bernoulli  en  1742. 
Reprenant  à  son  tour  ces  recherches,  ]\L  Chasles  établit  le  premier, 
en  i83o,  dans  le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques ,  t.  XIV,  p.  322, 
que  le  mouvement  hélicoïdal  est  lajorme  canonique  du  mouvement  d'un 
système  de  Jorme  invariable,  et  revint  encore  plus  tard  sur  ce  théo- 
rème, pour  en  donner  la  démonstration  géométrique  rigoureuse  dans 
son  «  Aperçu  historique  »,  Note  XXXIV,  p.  4o8  et  suiv.,  et  mieux 
encore  dans  les  Comptes  rendus  de  i843,  t.  XVI,  p.  1420,  et  dans  ceux 
de  1860  et  1861,  t.  Ll,  p.  855  et  suiv.,  et  t.  LU,  p.  77  et  suiv. 

Ces  travaux  ont  donné  naissance,  jusqu'en  ces  derniers  temps,  à  une 
série  de  commentaires  démonstratifs  de  MM.  de  Johquières,  Laguerre, 
Mannueui,  Brisse,  etc.,  mais  ils  trouvent  leur  expression  la  plus 
complète  et  la  plus  simple  :  à  un  point  de  vue  dans  le  système  j oc  al 
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OU  le  complexe  linéaire  et,  à  un  autre,  dans  uuejorme  spéciale  de  la 
collinéatioii  des  espaces. 

Le  premier  cas  se  présente  lorsqu'il  s'agit  d'amener  \p  sysiènie  de 
forme  invariable  d'une  première  position  dans  une  seconde.  Ce  pas- 
s;ige  peut  s'effectuer  d'une  infinité  de  manières  par  des  rotations  suc- 
cessives autour  d  ?  deux  axes  rectiligues  conjugiu^s.  De  tels  axes  de 
rotation  conjugués  sont  des  droites  cpii  se  correspondent  dans  la  réci- 
procité involuîoire  du  système  focal.  Les  droites  qui  sont,  à  elles- 
mêmes,  leurs  correspondantes  (et  toutes  les  transversales  de  ces  couples 
conjugués  le  sont)  constituent  le  complexe  linéaire  correspondant, 
dans  lequel  par  chaque  |)oint  passent  une  infinité  de  rayons  con- 
tenus dans  un  plan,  et  dans  chaque  |)lan  se  trouvent  une  infinité 
de  ravonspassant  p.ir  un  même  point  {planjocalou  nullebcne  du  point 
oxjoyer  ou  nitllpinikt  ilu  |)lan).  Aux  droites  d'une  certaine  direction 
correspondent  des  droites  à  l'infini,  appartenant  aux  combinaisons  de 
rotation  et  de  translation  au  moyen  desquelles  s'accomplit  le  passage 
de  l'une  à  l'autre  position  ;  à  Vime  de  ces  droites,  celle  qui  se  nomme, 
soit  Vaxc  central  du  mouvement .,  soit  Vaxe  du  système  focal  ou  du 
complexe,  correspond  enfin  la  position  de  ses  plans  normaux,  c'est-à- 
dire  que  l'on  a  à  combiner  une  rotation  autour  de  cette  droite  avec  un 
glissement  de  celle-ci  sur  elle-même,  combinaison  d'où  résulte  préci- 
sément le  mouvement  hélicoïdal  capable  d'amener  le  système  de  son 
ancienne  position  à  sa  nouvelle  et  qui  est  \aJorme  canonique  du  mou- 
.  veme/it.  Que  l'on  parte  de  la  considération,  soit  du  système  focal,  soit 
du  complexe  linéaire,  on  est  conduit,  avec  une  égale  simplicité,  à 
recoiinailre  les  dépendances  métriques  des  foyers  des  plans  et  ties  plans 
focaux  des  divers  points  de  l'espace,  ainsi  que  des  couples  de  droites 
conjuguées  de  l'axe  central;  comme  aussi  la  signification  de  ces  élé- 
ments, pour  les  différentes  phases  du  mouvement  :  du  plan  focal  du 
point  connue  du  plan  normal  de  sa  trajectoire,  des  droites  conju- 
guées à  elles-mêmes,  ou  droites  du  complexe,  comme  des  droites  de 
l'espace  dont  les  points  se  meuvent  suivant  leurs  propres  normales. 

Le  paramètre  du  complexe  linéaire,  la  seule  constante  qui  ligure 
dans  l'équation  de  ce  complexe  rapporté  à  son  axe  {voir  mon  ou\rage 
!■  Darstell,  Geom.  »,  art.  170)  apparaîtra,  plus  loin,  avec  une  double 
signification  mécanique. 
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Le  second  cas,  celui  où  il  convient  de  considérer  les  espaces  colli- 
néaires  sous  la  forme  particulière  de  la  congruence,  se  manifeste  quand 
il  s'agit  des  deux  positions  du  système  de  forme  invariable  envisagées 
en  elles-mêmes  et  dans  leur  connexion  purement  géométrique.  Le  té- 
traèdre des  quatre  points  et  plans  qui  sont  à  eux-mêmes  leurs  corres- 
pondants dégénère  de  telle  sorte  que,  de  six  arêtes,  une  seule,  comme 
axe  central,  reste  réelle  et  à  distance  finie,  à  savoir  celle  qui  porte 
deux  ponctuelles  et  faisceaux  de  plans  de  même  sens  et  dont,  par  suite, 
les  points  qui  se  correspondent  à  eux-mêmes  se  trouvent  réunis  en  leur 
point  à  l'infini,  tandis  que  les  plans  qui  se  correspondent  à  eux-mêmes 
sont  imaginaires  et  tangents  au  cercle  sphérique  imaginaire  infiniment 
éloigné.  Ce  dernier  se  correspond  à  lui-même,  parce  qvi'une  sphère 
demeure  encore  une  sphère  après  le  mom'ement;  tandis  que  ses  points 
|)euvent  être  considérés  comme  dis])osés  par  couples  se  correspondant 
|irojeclivement,  en  sorte  que  deux  d'entre  eux,  dont  les  tangentes  se 
coupent  à  l'infini  sur  l'axe  central,  se  correspondent  à  eux-mêmes  et 
représentent  ainsi  des  arêtes  «doubles  du  tétraèdre  considéré;  aloi-s  la 
ligne  qui  joint  ces  deux  points  devient  la  sixième  arête  de  ce  tétraèdre, 
et,  en  conséquence,  le  plan  à  l'infini  lui  fournit  son  seul  couple  de  plans 
léels.  L*^s  lignes  qui  joignent  les  couples  de  |)oinîs  conjugués  et  les 
intersections  des  couples  de  plans  conjugués  forment  ini  seid  et  même 
complexe  télraédral. 

Soient  trois  couples  de  points  des  deux  espaces,  AA',  BB'  et  CC,  les 
poir.ts  milieux  M^,  Mj  et  M^.  des  droites  AA',  BB' et  CC  et  les  droites 
Mi  Me  ou  niai  respectivement  nii,  et  ni^;  puis  encore  les  plans  N^,  Nj 
Ne,  normaiix,  respectivement,  aux  droites  AA',  BB'  et  CC,  en  leurs 
points  milieux,  et  les  intersections  N^lNc  ou  Ug,  respectivement  7/4  et  n^ 
de  ces  plans.  On  obtient  l'axe  central,  soit  par  trois  de  ses  normales, 
à  savoir  les  normales  communes  des  couples  m^  ««,  "«i  «i  et  m^  nc[ct 
cette  construction  demeure  applicable  dans  le  cas  d'un  mouvement 
infiniment  petit  comme  dans  cdui  où  les  déplacements  de  A,  B  et  C  ne 
sont  connus  qu'en  direction),  soit  en  formant,  avec  un  point  O  comme 
sommet  commun,  les  parallélogrammes  OAA'A*,  OBB'B*  et  OCCC*. 
projetant  orthogonalement  les  triangles  ABC,  A'B'C  sur  le  plan  A*B*C* 
puis  élevant  au  point  central  de  leurs  projections,  c'est-à-dire  à 
l'intersection    des   perpendiculaires  menées,    en    leurs    milieux,    aux 
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cordes  qui  en  joignent  les  sommets  correspondants,  la  normale  à  ce 
plan  A*15*C*. 

II.  Continuant  à  nous  occuper  du  mouvenu-nt  infiniment  petit  d'un 
système  de  forme  invariable,  nous  dirons  (pi'il  peut  être  défini  comme 
un  mom>einent  hélicoïdal  ou  une  torsion  et  se  trouve  déterminé,  savoir: 

Par  son  axe,  une  certaine  droite  de  l'espace; 

Par  un /Jrtrawè</e//«m/rep,  adjoint  à  cet  axe  et  indiquant  la  grandeur 
de  la  translation,  suivant  cette  droite,  qui  répond  à  la  rotation  de  l'angle 
unité,  quand  cet  angle  est  exprimé  en  fraction  de  l'arc;  ce  paramètre 
peut  être  désigné  sons  le  nom  àe  flèche  de  la  torsion  ou  de  l'hélice; 

Enfin,  par  l'angle  de  rotation  a'  ou  Vamplitude,  laquelle,  précisé- 
ment, lient  être  imaginée  infiniment  petite. 

On  le  voit,  le  mouvement  d'un  système  de  forme  invariable  exige, 
pour  sa  détermination,  six  grandeurs  algébriques,  dont  quatre  servent 
à  fixer  la  position  de  l'axe;  pendant  que  la  cinquième  définit  l'hélice, 
et  la  sixième,  la  torsion  ou  mouvement  hélicoïdal.  La  cinquième  de 
ces  grandeurs,  la  flèche,  est  nulle  dans  le  cas  d'une  rotation  simple,  et 
infinie  dans  celui  d'une  translation  simple. 

D'antres  considérations  peuvent  encore  conduire  aux  mêmes  résultais 
à  l'égard  des  conditions  nécessaires  à  la  détermination  d'un  système 
de  forme  invariable.  Ainsi,  par  exemple,  des  déductions  purement 
géométriques  ont  amené  M.  Mannheim,  an  cours  de  ses  études  sur  cette 
théorie,  à  énoncer  : 

Que  six  conditions,  telles  que  la  position  d'un  point  sur  une  sur- 
face donnée, T''^^''^  ""  pareil  système; 

Que  cintj  lui  permettent  un  mouvement  détermine ,  dans  lequ(  1 
chaque  point,  en  général,  décrit  une  trajectoire  ou  un  élément  de 
courbe  ; 

Que  quatre  comportent  une  injinité  simple  de  mouvements,  tels  qu'à 
chaque  point,  en  général,  répond,  connue  lien  du  faisceau  de  ses  tra- 
jectoires |)ossibles,  lUie  surface  trajectoire; 

£l  que  trois,  enfin,  sont  compatibles  avec  une  injinité  double  de 
mouvements,  tels  qu'à  chaque  point,  en  général,  correspond  un  pinceau 
de  trajectoires. 

En  outre,  dans  son  k  Éliule  sur  le  déplacement  d'une  figure  de  forme 
invariable  »,  Recueil  des  Mémoires  des  Savants  étrangers,  t.  XX  et 


GÉOMÉTRIE    ET    GÉOMÉCANIQUE.  \  l^'J 

Journal  de  r  École  Polytechnique,  Cah.XLIII,  1868-1870,  M.  Mannheim 
a  donné  les  deux  importantes  propositions  ci-après  énoncées. 

1.  Dans  le  cas  du  mouvement  d'indétermination  simplement  mfmie, 
il  existe  detijc  lignes  droites  aux  points  desquelles  répondent,  non  pas 
des  surfaces  trajectoires,  mais  bien  de  simples  trajectoires,  à  savoir  :  aux 
points  de  l'une  de  ces  droites,  des  rotations  simples  autour  de  l'autre. 
Ces  droites  jouissent,  parsuite,  delà  propriété  d'être  rencontrées  par  les 
normales  aux  surfaces  trajectoires  de  tous  le.s  points  du  système  (pro- 
priété déjà  annoncée  en  1866,  dans  le  tome  XI  du  Journal  de  Mathéma- 
tiques), et  se  trouvent  ainsi  déterminées  par  les  normales  aux  surfaces 
trajectoires  de  quatre  points  donnés,  comme  étant  leurs  transversales 
communes.  L'analogie  est  évidente  avec  le  cas  du  mouvement  dans  un 
plan,  où  les  normales  aux  trajectoires  de  tous  les  |)oints  passent  par  le 
centre  instantané,  et  avec  celui  du  mouvement  déterminé  dans  l'espace, 
où  les  plans  normaux  aux  trajectoires  des  points  d'un  plan  se  ren- 
contrent au  point  focal  de  ce  dernier. 

2.  Dans  le  cas  du  mouvement  d'indétermination  doublement  infinie, 
il  existe  un  hypeiholoïde  à  une  nappe,  lieu  des  points  qui,  quel  que  soit 
le  mouvement  du  système,  ne  peuvent  se  mouvoir  que  suivant  les  rayons 
d'un  faisceau  et  non  suivant  ceux  d'un  pinceau. 

Ces  résultats  ont  été  retrouvés  par  M.  Ball,  comme  des  cas  parti- 
culiers de  théorèmes  généraux,  dans  ses  recherches  relatives  aux  mou- 
vements doués  du  second  on  du  troisième  degré'  de  liberté' ;  et,  en  par- 
ticulier, l'hxperboloïde  de  la  deuxième  propo.^ition  précitée  avait  déjà, 
avant  M.  jMan.\heih,  fait  son  apparition  dans  les  travaux  de  Plucker 
sur  le  groupe  à  trois  membres  de  complexes  linéaires. 

Géométriquement,  M.  M\:\NHEim  a  fait  un  usage  excellent  de  la 
première  de  ces  propositions  dans  son  «  Mémoire  sur  les  pinceaux  de 
droites  et  les  normalies, contenant  une  nouvelle  exposition  de  la  théorie 
de  la  courbure  des  surfaces  »,  Journal  de  Mathématiques,  t.  XVII, 
1872.  Il  y  donne,  très-complète,  la  théorie  géométrique  du  pinceau 
de  droites  infiniment  mince,  c'est-à-dire  de  la  congrueiice  de  rayons 
engendrée  |>ar  une  droite  dans  le  mouvement  d'indétermination  sim- 
plement infini,  et  se  sert  pour  cela,  essentiellement,  d'un  procédé 
d'étude  graphique  de  l'élément  de  surface  gauche,  que  j'ai  coutume 
de  développer,  dans  la  théorie  des  surfaces  réglées,  comme  une  simple 
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application  des  propri(-tés  des  plans  H'  [D.  Gcoin.,  art.  46,  3,  4  : 
art.  49;  5),  et  qui,  par  suite,  est  indiqué  à  l'endroit  cité  (p.  753,  dans 
une  Note  se  rapportant  à  la  page4i5,  6).M.  Mannhei.m  conclut  ensuite, 
de  riivpolhèse  que  les  rayons  de  la  congruence  sont  des  normales  de 
la  même  surface  courbe,  à  la  réalité  nécessaire  des  deux  droites  qu'il 
a  signalées  et  déduit,  de  cette  même  liy|iolliése,l.i  théorie  de  la  courbure 
des  surjaces.  (^o/r  aussi,  dans  le  Journal  de  Malhétnatiques,  t.  XVII, 
p.  406,  l'ingénieux  travail  du  même  auteur  :  «  Sur  la  surface  gauche, 
lieu  des  normales  principales  de  deux  courbes  »  et,  dans  les  Comptes 
rendus,  t.  LXXIV,  p.  3^2,  852, 928,  ses  Notes  sur  le  tbéorème  de  Mei  s- 
NiER  et  sur  le  contact  de    troisième  ordre  de  deux  surfaces.) 

Le  même  éniinent  géomètre  a  aussi  fait  des  rtcheicbes  sur  les  tia- 
/ec/o//e5  que  suivent  les  pouUs  séparés  d'une  droite,  pendant  le  mou- 
vement déterminé  de  celle-ci  [Comptes  rendus,  murs  1873),  et  sur  les 
surfaces  trajectoires  des  points  d'un  système  de  forme  invariable  animé 
d'un  mouvement  d'indétermination  simplement  infinie, sousquaire  con- 
ditions Recueil  des  Savants  étrangers,  t.  XXll),  et  a  donné,  à  ce  sujet, 
fl'uitéressanfs  résultats,  qu'd  est  aisé  d'établir  et,  rà  et  là,  de  compléter. 
Ils  constituent  l'extension  des  tbéorèmes  sur  le  mouvement  des  droites 
dans  un  plan, d'après  lesquelsles  tangentes  des  trajectoiresdes  pointsde 
ces  droites  enveloppent  une  parabole,  pendant  que  leurs  centres  de 
coiubure  décrivent  une  section  conique;  en  sorleque  les  pointsd'inter- 
section  de  cette  derniéie  avec  la  droite  considérée  seraient  des  points 
.  pour  les  trajectoires  desquels  le  cercle  de  courbure  serait  de  rnyon  nul, 
c'est-à-dire  des  points  aux  lejios,  comme  il  ne  s'en  peut  rencontrer  que 
sur  les  droites  imaginaires  dirigées,  du  centre  instantané  du  plan,  vers 
les  p  )ints  circulaires  imaginaires  à  l'infini.  Il  convient  de  faire  remar- 
quer, à  ce  propos,  que  le  théorème  sur  la  distribution  des  centres  de 
courbure  dans  les  sections  coniques  a  été  donné  comme  dû  à  M.  Ri- 
VALS,  et  péniblemc:;!  établi  au  moyen  de  l'analvse,  par  M.  Bresse,  dans 
le  XXXV  Cahier  au  Journal  de  l'Ecole  Poljtechniquc,  mais  qu'il  peut 
être,  d'une  manière  très-directe,  démontré  par  la  (Géométrie.  Li's 
tangentes  des  trajectoires  des  points  d'une  droite  engendrent,  dans 
l'espace,  un  paraboloLle  liv|)erbolique,  dont  l'un  des  plans  directeurs  est 
normal  à  sa  droite  conjuguée  ;  en  conséquence,  les  plans  osculateurs 
de  ces  trajectoires  engendrent  la  développable  d'une  parabole  cubique  ; 
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leurs  axes  de  courbure,  un  hyperboloule;  leurs  centres  de  courbure, 
une  courbe  à  double  courbure  du  cinquième  ordre;  les  centres  de  leurs 
sphères  osculalrices,  une  courbe  à  double  courbure  de  troisième 
ordre,  etc.  Enfin,  ceux  d'entre  les  points  de  l'espace  qui  forment,  sur 
leurs  trajectoires,  des  points  d'inflexion,  sont  situés  sur  une  surface 
imaginaire  du  quatrième  ordre  ayant  |30iir  courbe  double  réelle  la 
parabole,  qui,  d'après  M.  Resal,  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique, 
XXXVIP  Cahier,  p.  344»  contient  les  points  d'accélération  normale 
mdle.  Les  autres  points,  auxquels  correspondent  des  plans  osculateurs 
stalionnaires  des  trajectoires,  c'est-à-dire,  selon  la  terminologie  de 
Cinématique  française,  les  points  à  suraccélération  binormale  nulle, 
figurent  une  sui face  du  troisième  ordre;  eu  sorte  qu'il  existe, en  général, 
trois  droites  dont  tous  les  points  jouissent  de  cette  propriété  et  qui^ 
cette  propriété  appartient  à  tous  les  points  d'une  droite,  dès  que  quatre 
d'entre  eux  la  possèdent,  etc.  Par  contre,  les  normales  des  surjaces 
trajectoires  des  points  d'une  droite  forment  un  hyperboloïde  et  cet 
hyperboloïde  admettant,  en  général,  deux  génératrices  perpendiculaires 
à  la  droite  considérée,  il  existe  sur  celte  dernière  deux  points  dont  les 
surfaces  trajectoires  la  touchent  elle-même,  etc.  Ici  entrent  en  scène, 
outre  les  paraboloïdes  et  leshyperboloïdes,  des  courbes  à  double  cour- 
bure du  troisième,  du  sixième  ordre,  des  surfaces  réglées  du  quatrième 
et  du  sixième  degré,  des  surfaces  gauches  du  troisième,  du  huitième 
ordre;  fout  un  attirail,  en  un  mot,  d'outils  précieux  pour  l'exploration 
géométrique  approfondie  du  champ  de  la  Cinématique.  Un  exemple  : 
les  points  de  l'espace  qui,  au  cours  d'un  mouvement  assujetti  à  quatre 
conditions,  décrivent  des  trajectoires  tangentes  à  une  ligne  asympto- 
tiquede  la  surface  trajectoire  correspondante,  sont  situés  sur  une  surface 
du  troisième  ordre  qui  contient  les  deux  axes  des  rotations  simples  ;  il 
y  a  donc,  dans  l'espace,  au  moins  une  droite  réelle  dont  tous  les  points 
se  meuvent  suivant  des  éléments  des  lignes  asyniptotiqucs  de  leurs  sur- 
faces trajectoires.  On  cherche,  d'une  manière  analogue,  les  points  de 
l'espace  se  mouvant  suivant  des  lignes  de  coiirbure,  comme  aussi  ceux 
dont  les  surfaces  trajectoires  présentent  des  conditions  de  courbure 
particulières. 

Lorsque  la  mobilité  d'un  point,  en  tous  sens,  est  douée  du  troisième 
degré  de  liberté,  sa  mobilité  sur  une  surface  douée  du  second  et,  sur 
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une  courbe,  du  premier,  il  se  trouve,  suivaiil  une  remarque  déjà  faite, 
que  le  système  de  j orme  invariable  ou  le  corps  soliile  jouit  tout  au  plus 
(l'une  liberté  du  mouvement  du  sixième  degré  ;  celle  propriété  e>t 
accusée  aussi  bien  par  la  décomposition  connue  du  mouvement  général 
eu  trois  translations  sinndtanées  suivant  trois  axes  reclangulnires  et 
trois  rotations,  également  simultanées,  autour  de  ces  mêmes  axes, 
que  par  ce  théorème  de  Mobius,  aux  termes  duquel  ini  cori)S  qui  peut 
tourner  autour  de  six  axes,  indépendants  entre  eux,  peut  pnndre  tous 
les  mouvements  imaginables  («Ueber  die  Zusammensetzung  uuondiicli 
kleiiicr  Drehungen  »,  dans  le  Journal  de  CrcUe,\o\.  XVIII,  i838, 
p.  189);  il  y  a  liberté  pour  une  sextuple  infinité  de  torsions  ou  pour  des 
torsions  suivant  un  système  bclicoïdal  à  six  dimensions.  Dans  le  premier 
cas  de  la  décomposition  élémentaire,  trois  des  torsions  composantes 
ont  la  flèche  nulle  et  les  trois  autres  l'ont  infinie.  Et  l'on  voit  facilement 
qu'en  astreignant  un  ou  plusieurs  |)ointsà  décrire  une  surface  ou  uih" 
courbe  convenable,  on  peut,  mais  seulement  sous  des  formes  spéciales, 
restreindre  la  liberté  du  mouvement  dansles  limites  de  l'un  quelconque 
des  degrés  inférieurs  au  sixième  :  par  exemple,  dans  celles  du  premier' 
degré,  sous  la  forme  particulière  delà  rotation,  en  immobilisant  deux 
points  ou  en  en  assujettissant  cinq  à  se  mouvoir  sur  des  surfaces 
fixes,  etc.;  dans  celles  du  troisième,  de  même  particulièrement,  en 
fixant  un  point  ou  en  en  assujettissant  trois  à  parcourir  des  surfaces 
déterminées,  etc.  Mais  il  importe  défaire  spécialement  remarquer  que 
la  liberté  de  mouvement  du  cinquième  degré  ou  suivant  un  système 
hélicoïdal  à  cinq  dimensions,  dans  lajorme  la  plus  générale,  peut  être 
obtenue  par  l'emploi  de  ce  mécanisme  si  sinqjle  que  l'on  connaît  sous 
le  nom  de  joint  universel  ou  clef  de  Hoocke.  Que  l'on  suppose  l'un 
des  cylindres  d'un  tel  appareil  taillé  en  forme  de  vis  et  l'écrou  de  cette 
vis  invariablement  lié  à  un  système  rigide,  {)uis  son  autre  cylindre 
rattaché,  par  un  deuxième  joint  universel,  à  un  axe  fixe:  le  système 
rigide  considéré  jouira  d'une  liberté  de  mouvement  du  cinquième  degré 
absolument  générale. 

IH.  Le  moment  est  venu  de  parler  des  Jorces  considérées  comme 
les  causes  du  mouvement  et  de  rappeler  que  Poinsot,  dans  son  Traité 
de  1804  «Sur  la  composition  des  moments  et  la  composition  des  aires  », 
que  l'on  trouve  dans  le  tome  VI,  XIIF  Cahier  du  Journal  de  l'Ecole 
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Polytechnique,  1806,  y  démontré  que  tout  système  de  forces^  dans 
l'espace  à  trois  dimensions,  peut  être,  cVune  seule  manière,  mis  sous 
imejbrme  canonique,  c'est-à-dire  réduit  à  une  force  unique  et  à  un 
couple  agissant  dans  lui  plan  normal  à  cette  force;  puis  aussi,  que  cet 
axe  central  du  système  dejorces  se  dislingue  par  cette  propriété  que 
le  couple  résultant  qui  lui  correspond  a  pour  moment  axial  le  plus  petit 
de  ceux  qui  lui  appartiennent  (p.  igS  du  même  Mémoire).  Il  convient 
d'ajouter  encore  que,  dans  le  substantiel  chapitre  VI  du  V  volume  de 
son  '(  Lehrbuch  der  Stalik»,  1837,  et  dans  le  X*  volume  du  Journal 
de  Crelle,  Mobius  a  traité  de  la  même  théorie  et  exposé  de  profondes 
recherches  sur  la  réciprocité  géométrique  qu'elle  fait  apparaître,  à 
savoir  le  système  focal  précédemment  considéré;  et  enfin  que  M.  Cre- 
MONA  a  fondé  la  théorie  du  polygone  des  forces  et  du  polygone  funi- 
culaire, dans  la  Statique  graphique,  sur  la  projection  orthogonale  de 
figures  réciproques  dans  le  système  focal,  suivant  l'axe  de  ce  système 
ou  l'axe  central. 

La  forme  canonique  du  système  dejorces  et  celle  du  mouvement  des 
corps  solides  sont,  on  l'a  pu  remarquer,  absolument  identiques  ;  et  cela 
non-seulement  en  ce  sens  que  force  unique  et  translation,  couple  et  ro- 
tation, se  répondent  respectivement  et  que  le  même  nombre  de  données 
sont  nécessaires  à  la  détermination,  soit  de  celle-là  (le  toj'seur),  soit  de 
celle-ci  (la  torsion),  à  savoir  pour  le  torseur  : 

Quatre  grandeurs  qui  déterminent  la  ligne  d'action  de  la  force 
unique; 

Un  paramètre  linéaire  p.  Va  flèche,  qui  exprime  le  quotient  du 
moment  du  couple  par  la  force  unique  (combiné  avec  celles-là,  il  dé- 
termine une  vis,  comme  précédemment)  ; 

Et  l'intensité  a"  delà  force; 

Mais  encore,  au  point  de  vue  des  relations  géométriques  qu'ont  ces 
deux  formes  avec  les  produits  d'autres  décompositions,  tels  que  couples 
de  forces  uniques  obliques  entre  elles,  axes  de  rotations  conjugués,  etc.  : 
toutes  propriétés  qu'exprime  également,  pour  les  deux,  le  système  focal 
ou  le  complexe  linéaire. 

Or,  à  cette  identité  répond,  et  on  l'a  vite  aperçu,  une  nouvelle  ma- 
nière de  traiter,  non-seulement  la  Cinématique  et  la  Statique,  mais 
aussi  la  Dynamique  des  systèmes  invariables. 


1^2  W.     FIF.DLER. 

M.  B.VTTAGLiNc  a  eiitrepiis  iino  exposition  de  ce  genre  avec  le  secours 
des  coordonnées  télraédrales  et  de  la  Géométrie  linéaire,  dans  une  série 
de  traités  relatifs  au  mouvcMient  des  systèmes  invariables,  à  la  com- 
position des  forces,  aux  moments  simples  et  moments  d'inertie  et  aux 
dvnames  en  involution  (1869-71,  Giomnle  di  Matematiclie,  vol.  X 
<-t  XI,  p.  i33,  175,  181,  207,  293;  62,  359  ou  années  1872,  1873). 
Les  travaux  sur  la  Géomélrie  linéaire  de  M.  F.  Klein,  publiés  dans  les 
Malh.  Ânnalen,  vol.  II,  p.  198  et  366,  1869,  et  vol.  IV,  p.  /io3,  1871, 
oui  ensuite  apporté  d'importants  perfectiouuemeuls  à  la  théorie  basée 
sur  ces  nouvelles  considérations.  D'un  autre  côté,  IM.  Everot  (3/ej- 
sengeroj  Mathematics,iw\\  séries,  n°39,/i5,  53;  1874-1875)  aeinpioyé 
à  ces  recherches  la  méthode  des  quaternions  et  son  travail,  qu'une 
étroite  affinité,  tant  des  idées  fondamentales  que  des  résidlats,  rattache 
à  ceux  de  M.  Ball,  descpiels  je  rendrai  compte  plus  en  détail,  forme 
à  ces  derniers  comme  nue  adjonction  naturelle.  M.  Ci.ifforo  aussi, 
daussou  Mémoire  «  Ou  biqualernions  »,  s'est  placé  au  même  point  de 
vue,  ainsi  que  je  l'ai  déjà  expressément  signalé  dans  les  citations  de  la 
dernière  édition  allemande  de  la  Analjt.  Geoni.  des  Rniinies  d'après 
M.  G.  Salmon,  vol.  II,  p. 682.  M.  LiNDEMANN,  eufiu  [Mathein.  Jnnalen, 
vol.  VII,  p.  56),  a  étudié  les  mouvements  infiniment  petits  des  corps 
solides,  dans  le  cas  d'une  détermination  de  mesure  projective  géuérale, 
et  les  modifications  correspondantes  des  lois  de  M.  Cuasi.us  et  de 
MoBius;  puis  aussi, développé  des  extensions  de  la  théorie  que  I\l.  Bam. 
(paiement  avait,  pour  le  cas  de  la  détermiiialion  de  mesure  ordinaire, 
découvertes  indépendamment  des  lésultals  entièrement  connus.  Toute- 
fois, ].ouf  ne  pas  m'éloigner,  dans  ce  qui  va  suivre,  de  la  Mécanique 
|)roprcMnent  dite,  je  laisserai  de  côté  l'extension  à  la  détermiiuition  de 
mesure  gén('ra\e,  ainsi  qu'aux  variétés  à  11  dimensions. 

IV.  M'en  tenant  à  cette  Mécanique,  je  supposerai  d'abord  que, 
pendant  la  recherche,  !c  système  solifle  ne  s'écarle  qu'infiniment  peu 
de  sa  position  initiale,  et  ne  soit  soumis  qu'à  des  forces  qui,  pour  une 
même  position,  soient  de  même  grandeur;  et  ensuite,  que  tonte  pro- 
duction continue  de  travail  ou  d'énergie  y  soit  impossible. 

La  première  de  ces  hypothèses  exclut  la  consiilération  de  f(uces  telles 
(|uc  celles  d'un  milieu  ré-istant  et  du  rrolfemeul;  la  seconde  restreint 
l'élude  au  cas  de  forces  i  xistantdans  la  nature.  Cettedernière  s'accorde, 
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en  1  elat  présent  de  nos  connaissances,  avec  l'hypothèse  de  la  détermi- 
nation de  mes\ire  ordinaire.  Toutes  deux  font  du  système  considéré 
un  système  djimmique  couseivateur,  suivant  l'expression  technique 
actuellement  consacrée. 

La  composition  des  monvements,  c'est-à-dire  des  torsions,  et  des 
systèiues  de  forces,  c'est-à-dire  lics  torseurs,  en  torsions  ou  forsenrs 
résnltanls,  est,  naturellement,  \e  premier  des  problèmes  à  résoudre,  et 
le  premier  résultat  capital  de  cette  élude  est  \' accord  des  régies  de  la 
composition  pour  les  deux  cas.  Il  résulte  de  la  détermination  de  la 
quantité  de  travail  dévelop'pée  pendant  le  déplacement  du  système,  ou 
pendant  une  torsion  déterminée  par  rapport  à  un  système  de  forces 
donné  ou  à  un  torseur,  que  ce  travail  est  la  somme  de  ceux  des  forces 
composantes  dans  les  mouvements  composants  et  qu'il  s'exprime  par 
le  proiluit  d'une  certaine  fonction  symétrique,  le  coe/Jîcie/it  vir- 
tuel m,  2,  des  grandeurs  géométriques  qui  déterminent  les  deux  vis, 
par  l'intensité  oc"  du  lorseur  (  t  par  l'amplitude  a'  de  la  torsion,  soit  par 

a\  «2^,2     o!i     a,  0(.".-,[{p,  -^-  /Jajcos  ).  —  r/sinX], 

expression  où  d  désigne  la  plus  courte  distance  et  X  l'angle  des  axes 
des  deux  vis,  et/?,,  pa  '^s  flèdies  correspondantes. 

Ce  travail  est  donc  nul,  c'est-à-dire  que  le  système  qui  n'est  capable 
que  de  la  torsion  autour  de  la  vis  i  demeure  en  repos  sous  l'action  d'un 
torseur  suivant  la  vis  2,  ou  que  les  deux  vis  considérées  sont  réci- 
proques,  quand  u>,n  s'annule,  c'est-à-dire  quand 

p,  -+  pn  =  r/tangX, 

et  en  particulier  lorsque  <Y  =  o  ou  X  ^  o  pour  p,  -{-  p^  ^=  o  et  lorsque 
X  =  90"  pour  d  =  o. 

Deux  visa  flèche  infinie  sont  encore  réciproques,  p.irce  qu'un  couple 
de  forces  ne  sainait mouvoir  un  corps  qui  n'est  capable  que  d'un  dépla- 
cement par  translation,  et  les  vis  à  flèche  infinie  on  nulle  sont  réci- 
proques à  elles-mèaips.  La  première  de  ces  proportions  résulte  de  ce 
qui  précède,  la  seconde  de  ce  que,  les  deux  vis  étant  identiques,  le 
travail  est  égal  à  2/j  a',  a'^.  La  condition  générale  de  la  réciprocité  est  une 

Journ.  de  Math.  (3«  série),  tonio  IV.  —  Mai  1878.  20 
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relation  de  position  des  deux  vis  ou  des  complexes  linéaires  rju'elles 
représcutent ;  JM.  F.  Rikin  l'.i  tlésigiire  souslo  nom  é'involtition  [Math. 
j4nnalen,  vol.  II,  p.  3GG.Le  coclfjcienl  virluel  est  l'iiiV-iriant  siimiltané 
dos  deux  coniplext-s  linéaires  considérés  dans  ce  Mémoire)  et  exprimée 
géométriquement  par  cette  propriété  que  les  couples  des  foyers  des 
plansd'un  faisceau  qui  a  pour  arête  un  rayon  comuuin  aux  deux  com- 
plexes forment  sur  ce  rayon  une  iiivolution  ayaiil  pour  points  doubles 
ses  intersections  avec  les  directrices  de  la  congruence  île  tous  les  rayons 
communs.  Cette  condition  consistant  en  une  seule  relation,  el  < /«</ 
données  étant  nécessaires  pour  détv'raiiner  une  vis,  il  existe,  de  vis  ré- 
ciproques : 

Poiu-  cinq  vis  données,  un  iioiubie  déterminé,  par  le  l'ait  une  seule  ; 

Pour  quatre,  un  système  d'intinité  simple,  c'est-à-du-e  une  surface 
réglée; 

Pour  trois,  une  congruence  ; 

Pour  deux,  un  complexe  ; 

El  \)0\iTune,  un  système  d'infinité  quadruple  ou  à  quatre  diuieiisioiis, 
à  savoir:  sur  chaque  droite  de  l'espace,  une  vis  réciproque  à  la  vis 
donnée  cl  dont  la  tlecUe  se  détermine  i)ar  l'évanouissement  ilu  coef- 
ficient virtuel.  Les  vis  récij)roquesde  flèche  donnée  forment  un  faisceau 
passant  par  un  point  ou  situé  dans  un  plan;  celles  de  flèche  nulle 
forment  le  plan  focal  [mdlebene  \  ou  le  foyer  JiuUpuidit  j  de  la  théorie 
de  MuBius. 

Il  est  clair  que,|)OMr  chaque  degré  île  liheitédu  syslèine,  la  réaction 
des  conditions  ou  résistances  qui  restreig'.ient  sa  mobilité  fait  naitre  ou 
représente  un  torseur  suii'antTune  des  vis  réciproques  à  ce  sjstènie,  et, 
en  outre,  que  la  condition  de  l'équilibre  consiste  simplement  en  ceci, 
que  les  forces  agissantes  constituent  un  torseiu*  suivant  l'une  de  ces  vis. 

Comme  maintenant,  pour  les  torsions  autour  des  vis  i,  2  et  3,  avec 
des  anqililudcs  a',,  a'.,,  «3,  qui  se  neutralisent  entre  elles ,  c'est-à-dire 
dont  chacune  est  égale  et  directement  opposée  à  la  résuhante  des  deux 
autres,  1 1  somuje  de  leurs  travaux  contre  un  torseur  quelcontpie,  je 
veux  diie  suivant  la  vis  i  et  avec  l'intensité  a",  <loit  être  nulle,  on  a, 
pour  la  condition  de  celle  neulralisatiou  el  idenliquemeut  pont  tous 
les  /    légalité 

z',  '«,,   ;-  a',,  ojj,-  -h  a  a  '.J3,  =  o, 
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et   lie   même,   pour  trois   lorseiirs  qui  se  font  équilibre,  ou  a  identi- 
quement pour  Ions  les  i 

a",  w,,-  -+-  a"o  Wq/  H-  «3  '>Hi  =  o- 

Au  moyen  de  trois  ^  is  déterminées  /,  on  élimine  dans  le  premier 
cas  ies  ampliiudcs,  dans  le  second  li's  intensités  et,  obtenant  dans  les 
deux  cas  la  uième  relation  entre  les  doterminalions  géométrifjues  des 
vis  1 ,  2,  3,  on  en  conclut  qu!'  lesmënies  lois  régissent  la  composition  des 
torsions  et  celle  des  torsciirs.  Mais  le  problème  même  de  \a.  composition 
de  deux  torsions  oii  de  deux  iorseurs  se  résout  par  une  surjace  réglée 
gauche  du  troisième  degré  que  l'on  irr.uvc,  pour  la  première  fois,  dans 
Pldcker,  Philos.  Transact.,  vol.  CI.V,  p.  766,  formule  (88),  i865,et 
Neue  Géométrie  des  Rawnes,  p.  97,  formule  (t43),  et  que  Cayley  a 
no  i-mi'e  cjlindroïde.  Si, en  effet,  il  s'effectue  respectivement  autourde 
deux  vis  i,  2,  se  coupant  à  angle  droit,  situées  en  x,  y  et  de  flèches 
/^t>  P-i-,  '^^'^  tordions  d'amplitude  C'cos).  et  5'sinX,  l'axe  de  rotation  ré- 
siiltanlS,  auqnel  correspond  l',im[>liludi'  y',  est  défini  parles  équations 

z  =  siiiXcosX(/J,  —  /j),), 

où  z  représente  la  distance  de  cet  axe  au  pian  x)-,  et 

l.a  composante,  suivant  cet  axe  de  rolation  résultant,  de  la  trans- 
lation a  poiu'  expression 

0'  'p,  co>,-À  -h  /Josin-X). 

La  torsion  résultante  a  la  direttion  déterminée  par  X  et  pour  flèclie 

p  =;  p,  cns-X  -h  p2  sin'-X, 

quanlilé  proj)orlionnelle,  ainsi,  à  l'inverse  du  carré  du  rayon  de  même 
din-ciion  d'iuie  conique  p,  x-  4-  p>  j"  —  /s. 
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L'axe  de  cette  torsion  est  situé  sur  la  surface  conoule  cubique 

qui  contient  les  axes  x  el  j"  siin|)l('nient  et  l'axe  z  clouhlemcnt,  et  que 
les  plans  hissecievws  x  =^  ±  z  {Dm slell.  Geom.,  art.  /jG,  3;  49,  5y 
coupent  suivant  des  ellipses  congruontes  dont  le  rapport  des  axes  (>st 
V2,  dont  les  projections  sur  xy  sont  les  cercles  égaux 

se  louchant  enO,  ayant  leurs  centres  aux  points  ±  ^[p,  —  p^)  de  l'axe 
des  X  et,  respectivement,  symétriques  ou,  par  super,  osiiion ,  con- 
gruenlcs  aux  projections  des  mêmes  ellipses  sur  xz. 

En  conséquence,  les  projections  sur  x^  des  génératrices  forment 
un  faisceau  de  droites  rayonnant  autour  du  point  O;  parmi  ces  droites, 
celles  qui  ont  même  projection  sur  xz  répondent  aux  couples  d'inie 
involution  ayant  son  pôle  dans  la  direction  des  x  et,  par  suite,  ses 
rayons  doubles  sur  les  lignes  à  45  degrés  (voir  DarslcU.  Geom., 
art.  I  i4)  qui  appartiennent  aux  génératrices  singulières  de  la  surface, 
lesquelles  affectent  entre  elles,  dans  le  sens  des  c,  l'écarlem-'ut  maxi- 
mu;!!  (/),  —  Pi). 

Que  je  mentionne  maintenant  que  Plucker  a  obtenu  à  l'endroit 
cité  cette  surface  comme  le  lieu  des  axes  de  tous  les  complexes 
linéaires  d'un  système  linéaire  d'infinité  simple,  c'est-à-dire  de  pre- 
mier degré,  on  d'un  faisceau  de  complexes,  et  l'on  verra,  en  se  re- 
portant aussi  à  ce  qui  précède,  que  cela  correspond  exactement  au 
résultat  trouvé  pour  la  composition  des  torsions  et  torsenrs;  on  en 
conclura  que  deux  vis  déterminent  le  cylindroïde,  ce  qui,  par  le  fait, 
se  vérifie  aisément,  et  l'on  reconnaîtra  que  la  résultante  de  deux  tor- 
sions on  torseurs  suivant  ces  vis  doit  appartenir  à  cette  surface  et 
être  déterminée  par  sa  seule  direction.  En  effet,  soient  /,  X-,  /  trois 
vis  du  même  cylindroïde,  qui  aient  pour  angles  de  direclioi;  ï,>,  ).//,  l/', 
et  autour  desquelles  des  torsions  d'amplitudes  a,',  a\,  a,  se  neutra- 
lisent; il  faudra  que  les  angles  de  rolalion  résultants,  aussi  bien  que 
les  translations,  soient  nuls,  c'est-à-dire  que,  pour  cette  double  t" '"«on. 
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les  équations 

a'  cos  X,-  +  a'^  cos  X^  +  «^  ces  X/  =  o , 
a,  si  11  X,-  4-  îf'^.  sin  X;^  +  a,  sin  X;  =  o 

se  vérifient,  ou  que  l'on  ait 

ai  :  al-  :  a';  =  sin  (X,  —  X^)  :  sin  (X,  —  X,)  :  sin  (X,-  —  h). 

Or  cela  n'est  autre  chose  que  la  rè^le  de  In  composition  des  torsions 
ettorseursanmojenducjUndioïde,  laquelle  cc;rre^poncl  au  paraiiélo- 
gramme  des  forces  et  des  vitesses,  etc.,  de  la  Mécanique  élémentaire 
et  comprend,  en  vérité,  tout  cela  comme  cas  particulier.  Elle  fournit 
l'axe  et  l'amplitude,  et  la  section  conique  précitée  donise  la  (lèche  cor- 
respondante. Lorsque  cette  section  conique  est  une  hyperbole,  les  deux 
vis  du  système  parallèles  à  ses  asymptotes  ont  une  flèche  nulle,  c'est- 
à-dire  qu'à  leurs  axes  correspondent,  comme  l'a  découvert  M.  Mann- 
HEiM,  des  rotations  simples  comme  torsions  ou  des  forces  unicjnes 
comme  torseurs.  En  général,  à  chaque  point  P  répond  un  plan  tra- 
jectoire, qui  est  normal  à  l'interseclion  des  deux  plans  que  déter- 
mine P  avec  les  vis  de  flèche  nulle.  11  est  évident  que  les  lois  du  poly- 
gone fermé  des  torseurs  qui  se  font  équihbre  et  des  torsions  qui  se 
neutralisent  subsistent  complètement.  Cela  prouve  que  le  torseur  et  la 
torsion  correspondent  au  système  de  points,  tout  comme  la  force 
unique  et  la  trajectoire  au  point  unique. 

V.  Lecyliudroïde  résout  aussi  \csquestions  relati^'es à  In  réciprocité, 
telle  qu'elle  a  été  définie  plus  haut.  Il  faut  remarquer  tout  d'abord,  à 
cet  etfet,  cjirune  vis  réciproque  à  deux  autres  «„  Ui  l'est  nécessairement 
aussi  à  toutes  les  vis  du  cylindroïde  que  déterminent,  ensemble,  ces 
deux-là;  cela  résulte  de  ce  que  chaque  vis  de  ce  cylindroide  [)eut  être 
considérée  comme  la  résultante  de  composantes  dirigées  suivant  a,,  a^. 
Comme,  d'autre  part,  une  droite  quelconque  de  l'espace  coupe  le  cylin- 
droide en  trois  points  et  rencontre  en  chacun  de  ces  points  une  vis  du 
système  de  vis  de  seconde  espèce,  qui  représente  cette  surface,  il  faut, 
pour  que  celte  droite  soit  l'axe  d'iuie  vis  réciproque  au  cylindroide, 
que,  pour  elle  et  ces  trois  vis,  l'une  ou  l'autre  forme  particulière  de  la 
condition  de  réciprocité  pour  d  =  o  soit  satisfaite.  Il  faut  donc  que  la 
vis  réciproque  soit  normale  à  l'iuie  des  trois  vis  et  que  la  somme  de  sa 


flèche  et  <]?  la  flédie  de  cliacuiie  des  Jeux  aulies  fasse  zéro.  Aucune 
••tiitrc  solution  n'est  possible,  parce  que,  d'une  part,  la  iioruiale  com- 
mune à  deux  vis  du  cyliudroïde  ne  peut  être  que  la  droile  double  de 
celle  surface  el  que,  daulre  pari,  eu  raison  de  la  syniéli  ie  des  axes  des 
coniques,  la  même  flèche/),  cos'X  +  p^  siiij).  répond  aux  direclions  Xet 
(-  —  1).  On  oblicnt  donc  les  axes  des  vis  passant  par  un  point  donne' 
et  réciproques  à  un  cylindroidc,  c'i  st-à-dire  à  deux  vis  doiuiécs,  en 
abaissant,  de  ce  point,  des  perpendiculaires  sur  les  généralrices  de  ce 
cyhndroïde.  En  vertu  des  propriétés  métriques  spéciales  de  cette  sur- 
ficc,  chacune  de  ces  perpendiculaires  rencontre  encore  deux  vis, 
symétriques  par  rapport  aux  axes  x  i'\  J,  et  dès  lors  dotées  de  flèches 
ég  les  ;  et  c'est  la  (lèche  de  ces  dernières,  prise  avec  un  signe  contraire, 
qu'il  rnut  allrib  -cr  à  la  normale  considérée,  pour  la  rendre  réci- 
proque au  c\lindroï(le  Mais  les  droites,  ainsi  déterminées  par  un 
point  P,  fornienl  un  cône  du  second  degré,  j)arce  que  : 

Dabord,  la  projection  xr  de  la  couil)e  de  leurs  pieds  sur  les  géné- 
ratrices de  la  surface  est  évidemment  un  cercle, 

Et  ensuite,  un  cylindre  circidaire  contenant  la  droite  doidjle  du  cy- 
lindroidc ne  i)out  couper  telui-ci  en  dehors  de  cette  ligue  double  et 
des  gén  ratrices  allant  du  point  à  l'infini  de  cette  dernière  aux  points 
circidaires  du  plan  xy,  .]tie  suivant  une  ellipse  qui  est  précisément  ie 
heu  des  pieds  de  ces  normales. 

Ce  cùnc,  si  le  point  P  est  pris  sin-  le  cylin  Iroïde,  se  décompose  en 
t\\.'\\yi  plans  :  le  plan  normal  à  la  génératrice  du  point  et  celui  qui  passe 
par  la  génératrice  de  même  flèche  du  cylindroïde.  Il  est  enfin  évident 
que  l'on  peut,  en  général,  trouver  diicclement  le  plan  de  sa  base  ellip- 
tique sur  la  surface;  car  elle  contient,  d'une  part,  le  pied  Q,  sur  le 
cylindroïde,  de  la  parallèle  menée  par  P  à  la  droile  double  et,  d'autre 
part,  une  géncrairice  rectiligne  de  celte  surface,  à  savoir  celle  qui  a 
même  flèclie  que  celle  passant  par  Q.  Cette  génératrice  coupe  l'ellipse 
en  deux  points,  dont  l'un  est  situé  sur  la  droite  double,  et  dont  l'autre 
est  à  la  fois  le  i)icd  de  la  pcrj  en.liculairc  abaissée  de  P  sur  elle  et  le 
point  de  conlact  t!e  son  plan  avec  le  cylindroïde.  On  lrou\e  non  moins 
aisément  que  les  réciproques  d'un  cylindroïde  situées  dans  un  plan 
quelcoiicpiC  sont  tangeutisà  inie  conique  qui,  m  réalité,  est  une  para- 
bole. Les  vis  réc'proqnes  à  un  cj  lindroïde  Joriuenl  donc  un  complexe 
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du  deuxième  degré  Qi  toutes  les  flèches  afférentes  au  cylindroïde  re- 
viennent, dans  leur  ordre,  aux  vis  de  cliaquecône  complexe  et  de  chaque 
conique  complexe  de  ce  cylindroïde. 

Ces  résultats  conduisent  facilement  à  ceux-ci,  que  les  vis  d'uncjlin- 
droïde  sont  re'ciproques  à  quatre  vis  prises  à  volonté,  et  qu'à  cinq  vis 
nrbilraireinent  choisies  il  ii  existe  qu'une  seule  récipiaq/ic. 

Dans  le  premier  cas,  en  effet,  il  faut  que  les  réciproques  soient  en 
nombre  simplement  infini,  c'rst-à-dire  constituent  une  suij'ace.  Or,  si 
l'on  désigne  par  i,  2,  3  et  4  'es  quatre  vis,  ordonnées  .suivant  les 
grandeurs  décroissantes  de  leurs  flèches,  puis  que  l'on  choisisse  une 
flèche  entre  les  deux  moyennes,  il  existorasur  chacun  des  cylin  'roïdes 
(i,  3)  et  (2,  4)  deux  vis  ayant  cette  flèche,  et  les  deux  transversales 
communes  à  ces  quatre  vis,  prises  elles-mêmes  comme  vis  avec  une 
flèche  égale  et  de  signe  contraire,  détermineront  un  cylindroï  le  dont 
toutes  les  vis  seront  réciproques  à  i,  2,  3  et  4,  parce  que  ces  transver- 
sales le  sont  aux  cylindroïdes  donnés  et,  par  suite,  à   ces  quatre  vis. 

Dans  le  second  cas,  il  ne  peut  exister  qu'un  groupe  de  vis,  et,  comme 
déjà  deux  fourniraient  tout  un  cyîindn  ïde  ou  un  système  d'infinité 
simple,  il  ne  peut  exister  qu'une  seule  vis  réciproque  à  cinq  autres 
données.  Cela  prouve,  en  même  temps,  que  dans  tout  cylindroïde 
il  existe  toujours  wie  et  une  seule  vis  réciproque  à  une  auiri;  arbitrai- 
rement choisie. 

VI.  L'étudf  des  réciproques  donne  le  nïO}en  à'iiistiluer  le  sjstèine 
de  coordonnées  le  mieux  approprié  à  ces  recherches.  Eu  Mécani(pie  élé- 
mentaire, on  décompose,  par  analogie  avec  la  décomposition  du  mou- 
vement général,  un  système  de  forces  en  trois  forces  uniques,  dirigées 
suivant  trois  droites  concouianles  rectangulaires,  et  en  trois  couples 
situés  dans  les  plans  normaux  à  ces  droites;  puis,  on  utilise  comme 
coordonnées  de  ce  système  de  forces  les  produits  de  sa  décomposition. 
De  même  ici,  pour  répoudre  à  cette  conce|jtion  plus  générale,  on  devra 
procéder  à  une  décomposition  du  lorseur  ou  de  la  torsion  suivant  six 
vis  données  et  considérer,  comme  les  coordonnées  de  celle-ci  ou  de 
celui-là,  les  intensités  ou  les  amplitudes  afférentes  à  ces  six  vis(iio,7' 
le  Traité  de  Plugker  de  18G6,  p.  362). 

Si  la  vis  p  d'intensité  p'représeîife  un  torseur  à  décomposer  suivant  les 
vis  fondamentales  iv,,  ...,  w^,  les  intensités  correspondantes p"  ,  .  ! . ,  pg 
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se  déterminent  d'après  celle  remarque  qu'une  torsion  suivant  une  vis 
quelconque  (7doit  produire  le  même  travail  suivant  (3  que  suivant  toutes 
les  composantes  ensemble  ;  d'où  l'éqiialion 

ilans  laquelle  Wp^  représente  le  coefficient  virtuel  de  a  par  rapport  à  p 
et  oj,ç,  . . .  celui  de  c  par  rapport  à  ri»,,  .... 

Six  visarbilrairement  choisies  fournissent  ainsi  six  équations  linéaires 
au  moyen  desquelles  se  déterminent  les  coordonnées  p].  Dans  le  cas  où 
a  est  réciproque  aux  vis  fondamentales  iVj,  ...,  n'c  l'équation  corres- 
pond.inle  donne  directement  o", ,  parce  que,  tous  les  autres  termes  du 
second  membre  s'évanouissant,  elle  se  réduit  à 


Si  p  désigne  la  flèche  de  la  vis  0  et  />,  les  flèches  respectives  des  vis 
fondamentales  tv,-,  on  obtient,  en  faisant  coïncider  0  successivement 
avec  chacune  de  ces  dernières  et  se  souvenant  que  le  coefficient  virtuel 
d'une  vis  par  rapport  à  elle-même  est  le  double  de  sa  flèche,  les  équa- 
tions 

P"^P,   =   Fi  P>         -+-  P"-2  «2,1    -H   .  •  ■    +   Po  ^6,1  . 
P"^(,    ~   ?"i  ^^1,2  +   P2P2         +    ■  •  •     +  P  0  '-JS.S, 

P"'^f>.  —  P\  ^',9  +  p"-2  «2,0   -I-    •  ■  ■    +  Ps/Jc» 

et  en  faisant  coïncider  a  avec  p,  l'équation 

P"P9   =    P\  ''^IP  +   P2  '-^2,5    +    .  .  .    +   Po  Wo.s- 

Alulli|)lianl  celle  dernière  par  p",  puis  y  substituant  les  précédentes, 
on  arrive  à  l'équalion 

P"^lh=^PiP?+    ■••    +   Pop?   +    ^[p'\p\">>A    +       •■    +P5P>5..). 

qui  détermine  V  intensité  de  la  résultante  en  fonction  de  celles  des  com- 
posantes. 
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Maintenant  il  est  possible,  par  un  choix  convenable  des  vis  fonda- 
mentales, de  faire  disparaître  de  cette  équation  les  quinze  doubles 
produits.  Soient,  en  effet,  w,  pris  à  volonté  ;  tv,  dans  le  système  d'infi- 
nité quadruple  de  ses  réciproques;  W3  dans  le  complexe  des  réci- 
proques à  w,,  u'j;  tv,  dans  le  système  d'infinité  double  ou  la  con- 
gruence  des  réciproques  àîv, ,  u'.,,  îv^  ;  1V5  dans  le  cylindroïde  des 
réciproques  à  Wj,  iVj,  tv^,  tv.,  et  enfin  tv,,  comme  la  réciproque  à 
îv,, . . .,  iVj.  Les  vis  fondamentales  sont  alors,  deux  à  deux,  réciproques 
entre  elles,  c'est-à-dire  forment  un  système  de  coréciprocnlcs ,  et 
quinze  des  trente  conditions  nécessaires  à  la  détermination  de  six  vis 
sont  fixées.  Cela  étant,  les  coefficients  virtuels  des  vis  fondamentales, 
ajoutés  deux  à  deux,  s'évanouissent;  d'où  l'équation 

Et  si  le  travail  produit,  par  rapport  à  un  torseur  |3  d'intensité  /S",  par 
une  torsion  d'intensité  a"  effectuée  autour  de  a,  est  en  général  la  somme 
des  trente-six  quantités  de  travail  composantes,  trente  de  celles-ci  s'éva- 
nouissent en  vertu  des  suppositions  qui  précèdent,  et  l'expression  du 
travail  en  question  est  simplement 

2(/>,a',/5",  -+-...  4-p,,a;/5;). 
Mais 

a'j  =  a'  Ki,      fi]  =  |3"/5,-  ; 

donc  l'expression  précédente  équivaut  à 

2  a'/5"(/^  a, /3,  +  .  . .  4- /Jo  «0  Po  ) 
et,  par  suite,  le  coefficient  virtuel  de  a  et  /3  est  donné  par  la  formule 

wa[i  =  p.  a,  /?,  +  ■••  +  /'c  c-c  /5,,. 

De  même  que  pour  le  cas  particulier  de  l'identité  des  vis  «  et  p,  la 
flèche  est  donnée  par  la  suivante  : 

P^.  =  jho-]  +  •••  +  Pa^-l- 

Joiirn.  de  Miith.  (3*  série),  tome  IV.  —  Mai  187S.  21 


Le  travail  produit,  par  rapport  à  un  torseur  a  d'intensité  un^  par 
nue  torsion  d'amplitude  \\\  efrectuée  nulour  deu',,  est,  ?.u'',  oj„  et, 
comme  il  doit  égaler  le  travail  fourni  par  la  même  torsion  par  rapport 
à  un  torseur  «',  d'intensité  a,,  on  a 

20,  a,\v',  =  2(v',  'jj„       on      rj    =-  — • 
'  '     '      '  1     '1  p^ 

La  coordonnée  se  ttoin'C  ainsi  exprimée  an  moyen  dit  coejficient 
virtuel. 

On  peut  appeler  coordonnées  de  a  les  int(>nsités  de  la  composante  a, 
(lu  torseur  d'inleiisité  un  agissant  en  a,  et  l'on  obtient  alors  la  relation 
métrique  qui  existe  entre  ces  coordonnées ,  relation  qui  est  nécessaire  ;i 
la  détermination  des  grandeurs  absolues ,  en  menant  par  l'origine  des 
coordonnées  x,  j-,  z  des  parallèles  définies  par  les  cosinus  de  direc- 
tion «,,  hi,  Ci,  aux  vis  fondamentales  Ui,  . . .,  \\\.  Alors,  en  effet,  il  faut 
que 

'fl,a,  -I-   ...  +rt„a„'^-l-  (/',»,  +  ...  +  h^Ct.^f-\-  {C,at  4-  ...  -t-ToKe)'  =  Ir 

ou  que 

aj  +.  . .  -i-  a^  -4-  2[a,  a-,  cos  'ir,.  n\,]  +  ...]  =  1 . 

Au  moyen  de  celte  relation  se  détermine,  par  exemple,  la  vis  fy  réci- 
l>roque  à  cinq  anires  a,  (i,  ■/,  î,  s,  car  les  équation-;  de  condition 

^Pi Pi  «,  =  o,      Ipi Pi  |3,  =  0,      . . . ,      Ipi Pi £,  =  o 

fournissent  les  rapports  de  leurs  coordonnées. 

VII.  Tels  sont  \csjbndements  de  la  ?.lécanique  des  corps  solides,  sous 
sa  nouvelle  forme.  Il  convient  de  rappeler  que  ce  mode  d'expression  si 
simple,  tiré  de  la  considération  du  système  coréciprocal  des  six  vis  fon- 
damentales, avait  déjà  été  indiqué  également,  dans  des  reclieiclies  de 
Géométrie  linéaire,  notamment  par  M.  F.  Klein  dans  son  Traité  «  Zur 
Tlieorie  der  I>iniencomplexe  des  ersten  und  zweiten  Grades  »,  dans  les 
MatJicin.  y/nnalen,  vol.  II,  p.  2o3  f.  [voir  aussi  ihid.,  p.  370). 

]'aclièveinentde  l'éilifice  nécessite  V introduction  des  masses  dans  les 
mouvements  et  les  systèmes  de  forces  qui  les  produisent  ;  aussi  ne  crois-je 
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pas  pouvoir  clore  cette  exposiiion  sans  donner  encore  une  idée  de  ce 
nouveau  sujet.  Je  serai  toutefois  sur  ce  point  aussi  bref  que  possible, 
afin  de  pouvoir  ensuite  exposer,  dans  ce  qu'elle  offre  de  plus  essentiel, 
la  solution  d'un  cas  déterminé. 

On  sait  que,  des  deux  conceptions  fondamentales  de  la  Céoinélric 
des  niasses,  appellation  que  l'on  peut,  à  bon  droit,  attribuer  à  cette 
partie  de  la  Mécanique,  l'une  répond  à  la  translation,  l'autre  à  la  rota- 
tion. La  première,  \e  centre  de  la  masse,  nommé  souvent  à  tort  son 
centre  de  gravité,  est  le  point  dont  la  distance  à  un  plan  quelconque 
est  la  moyenne  de  celles  de  tons  les  points  de  la  masse  à  ce  plan  ;  ses 
coordonnées  sont  définies  |iar  les  équrtiioris 


xliVî  ■-—  ImiXi, 


La  seconde,  le  rayon  d'inertie  R,  mesure  la  distance  de  l'axe  de  ro- 
tation à  laquelle  il  faudrait  concentrer,  en  un  point,  la  masse  du  sys- 
tème, pour  qu'elle  eût  autour  de  cet  axe  la  même  énergie  ciné- 
tique de  rotation  que  ce  système  lui-même;  il  résulte  de  l'équation 

R-  Inij  —  luiii-f . 

On  connaît  la  représentation  géométrique  de  celte  dernière  grandeur, 
c'est-à-dire  du  partage  des  masses  au  point  de  vue  de  la  rotation  autoiu' 
d'axes  concourants,  par  Veliipsoide  d'inertie  de  Poinsot,  lequel,  pour  le 
point  central  des  masses  O,  est  nommé  ellipsoïde  central  et  dont 
alors  les  trois  axes  a,  b,  c  sont  dits  les  axes  principaux  du  point  ou  du 
système. 

On  connaît  encore  le  théorème  de  Binet,  d'après  lequel  les  axes 
principaux  et  rayons  d'inertie  principaux  pour  un  point  quelconque 
du  système  se  déduisent  de  ceux  relatifs  au  centre  des  masses.  Enfin 
il  est  connu  que  les  axes  principaux  sont  des  axes  permanents  de  ro- 
tation pour  un  système  tournant  autoiu"  d'un  point,  et  que  ceux  qui 
correspondent  au  point  central  des  masses  O  sont  des  axes  naturels  de 
rotation  d'un  système  libre;  cette  dernière  proposition  est  vraie,  soit 
qu'aucune  force  n'agisse  sur  le  système,  soit  que  les  forces  agissantes 
se  réduisent  à  un  couple  situé  dans  un  plan  normal  à  l'axe. 
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Cela  posé,  il  est  aisé,  en  s'en  référant  aux  considérations  précédem- 
ment développées,  de  prouver  que  les  axes  principaux  du  système 
OA,  015,  OC,  considérés  comme  des  vis  w,,tV2,  W3,  \\\,  ««5,  w^,,  dotées, 
respectivement,  des  flèches  ±  a,  ±  b,  ±  c,  constituent  un  système 
coréciprocal  et  sont,  dès  lors,  propres  à  être  utilisés  comme  vis  fonda- 
mentales, pour  la  détermination  des  coordonnées,  et  de  montrer  aussi, 
à  litre  de  généralisation  de  ce  qui  vient  d'être  rappelé  en  dernier  lieu, 
que,  pour  un  système  libre,  tout  torseur  impulsif  agissant  suivant 
l'une  de  ces  vis  détermine  une  torsion  autour  de  cette  même  vis,  en 
sorte  qu'elles  peuvent  être  appelées  les  six  vis  d'inertie  principales  du 
sjstèine. 

En  général,  un  torseur  suivant  la  vis  /3  fait  naître  une  torsion  du 
système  autour  d'une  autre  vis  a,  selon  la  relation 

entre  leurs  coordonnées  respectives  et  les  flèches  des  vis  fondamentales. 
Si,  maintenant,  les  torseurs  [j,  ['/  déterminent,  de  cette  façon,  des 
torsions  a,  a*  et  que  a  soit  réciproque  à  jS*,  a*  lest  aussi,  nécessaire- 
ment, à  /3  et  cela  aussi  bien  pour  le  système  libre  que  pour  un  sys- 
tème réduit,  par  certaines  conditions,  à  un  moindre  degré  de  liberté. 
La  condition  y  relative,  en  effet,  s'exprime  ainsi 

7/7  «,  a,  -H  ...  4-/>^«,.,a;  =0. 

J'appellerai  vis  matériellement  conjuguées  les  vis  de  celte  sorte,  que 
M.  Ball,  dans  son  Mémoire  de  Londres  de  iSy/i;  nommait  :  «  conju- 
gale screws  of  inertia  »  et  au  sujet  desquelles,  partant  de  cette  re- 
marf[u<;  que,  jîour  tout  système  gêné  dans  sa  liberté  par  certaines  con- 
ditions, il  correspond,  à  choque  vis  de  la  torsion  momentanée,  non 
pas  une  vis  unique  et  déterminée,  mais  tout  un  système  de  vis  suivant 
chacune  desquelles  peut  agir  le  torseur  impulsif  déterminatit,  il  dé- 
monlrait  que,  dans  le  système  de  vis  du  degré  k  qui  définit  la  mobilité 
ilu  système  rigide,  il  y  a  toujours  et  seulement  A  vis  (les  k  vis  d'inertif 
principales  du  système)  qui  sont,  deux  à  deux,  matériellement  conju- 
guées. 
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Dans  le  cas  de  la  liberté  du  second  degré,  par  exemple,  celui  où 
le  système  peut  se  tordre  suivant  deux  vis  et  suivant  toutes  celles  qui 
résultent  de  ces  deux-là,  c'est-à-dire  toutes  celles  de  leur  cylindroïde, 
trois  vis  du  cylindroïde,  suivant  lesquelles  agissent  des  torseurs,  e't 
les  vis  correspondantes,  suivant  lesquelles  le  système  est  tordu,  déter- 
minent, par  leurs  directions,  deux  séries  projectives  dont  les  points 
doubles  ne  sont  autre  chose  que  les  directions  des  deux  vis  princi- 
pales d'inertie. 

VIII.  Que,  maintenant,  le  système  rigide  se  torde  autour  d  une 
vis  a  avec  la  vitesse  a';  ce  mouvement  se  décomposera,  suivant  les  vis 
fondamentales  tv,,  avec  des  vitesses  de  torsion  a' a,,  et  des  vitesses  de 
translation  a'«,/J,-  et  l'énergie  cinétique  du  système  se  composera  des 
deux  termes 

|a'-a,-/V=<VM     et     -^Ma'-ar  pr, 

ou,  comme  pi  est  précisément  le  rayon  d'uiertie  correspondant,  des 
deux  suivants  : 

^Ma'-«,-/>,-     et     ^Mot.'-af  p',, 

dont  la  somme  est,  en  définitive, 

^lc('- (  a-^p-^  -h  ..    -+-ty-lpl)     on     Ma'-u;, 

iJr^  étant  un  paramètre  linéaire  qui  dépend  de   la  distribution  de  la 
masse  du  système,  par  rapport  à  l'axe  a. 

Le  torseur  (3,  d'intensité  |5",  agissant  pendant  l'élément  de  temps  r 
sur  le  système  de  masse  M  qui  ne  peut  se  tordre  qu'autour  de  la  vis  a, 
lui  imprime  une  vitesse  a' et  une  énergie  cinétique  R,  déterminées  par 
les  équations 


Mb 


Mi4 


Comparant  ces  résultats  avec  ceux  relatifs  au  système  absolument 
libre,  on  retrouve  ce  théorème,  connu  depuis  Euler,  que  de  toute 
restriction  résulte  nécessairement  une  perte  d  énergie. 
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Dans  un  système  de  vis  d'espèce  k,  il  csl  toujours  possible  de 
trouver  k  vis  coréciprocales;  (X  —  i)  vis,  en  effet,  du  système,  étant 
considérées,  il  en  existe  toujours,  dans  ce  même  système,  une  autre 
qui  leur  est  réciproque,  comme  l'élatit  à  (G  —  A)  vis  du  système  réci- 
procal,  soit,  en  tout,  à  cinq  vis.  On  obtient  donc,  comme  système 
de  coordonnées  approprie'  à  la  liberté  d'espèce  k,  une  décomposition 
de  chaque  torseur  suivant  ces  A  vis  et  suivant  (6  —  k)  vis  quelcon- 
ques du  système  réciprocal,  et,  les  composantes  dirigées  suivant  ces 
dernières  se  trouvant  détruites  par  l'effet  des  restrictions  imposées 
au  système,  il  advient  que  les  composantes  dirigées  suivant  les  k  vis 
du  système  se  composent  sculcà  en  un  torseur  résultant,  appartenant 
au  système  lui-même,  et  que  l'on  iionnne  le  torseur  réduit  du  torseur 
donné. 

Pour  le  groupe  des  k  \is  priticipales  d'inertie,  en  parîiculior,  it  à  la 
condition  que  les  valeurs  du  paramèlr.'  Ua  qui  leur  cornspondent 
soient  //,  (/=  i  ...  A),  on  obtient,  entie  les  coordonnées  j3,  du  tor- 
seur réihnt  et  les  coordonnées  a,  de  la  vis  autour  de  laquelle  s'effectue 
la  torsion  produite  par  ce  tor.^eur  réduit  et  par  tous  les  autres  tor- 
seurs  impulsifs  auxquels  il  répond,  la  relation 


a,«, 


T^"- 


Ou   exprime   aussi  la  condition    pour    que    deux  vis   x,  a"  .soient 
conjuguées,  sous  la  forme 

it-,a,y.\-h  ...  -^   nfc(,(/\  =  n. 

et  léncrgie  cinétique  Kdu  mouvement  sous  la  suivante  : 

K  —  Yiu^      avec     u;  —  u]al  -;-  .    .  -4-  nfod^. 

Dans  le  cas  particulier  du  cylindroïde  ou  de  la  liberté  de  deuxième 
esjièce,  o!i  a 

//.-  --  «  J  a  J  -I-  //  2  «  o , 

et  la  repiésenlation  géométrique  de  ?/;,  est  une  ellipse,  dont  les  dia- 
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mètres  sont  inversement  proportionsiels  aux  it^  des  parallèles  a, 
tandis  que  ses  diamètres  conjugués  ont  les  directions  de  vis  malériel- 
lemf-nt  conjuguées  et  que  ses  axes  fournissent  les  vis  d'énergie  ciné- 
tique maxima  ou  minima  pour  une  vitesse  de  torsion  donnée.  De  plus, 
les  deux  vis  du  cylindroïde  parallèles  au  couple  de  diamètres  conjugués 
conuniiii  à  cette  ellipse  et  à  la  conique  flèche  sont  les  vis  j^rincipales 
d'inertie  du  système.  Cette  ellipse  d'iner/ie  ou  ellipse  d'égale  énergie 
cinétique  est,  dans  la  théorie  générale  des  systèmes  doués  de  la  liberté 
du  second  degré,  l'analogue  d'iui  ellipsoïde,  ordinairement  nommé 
V ellipsoïde  d'inertie,  dont  on  sait  la  signification  dans  la  théorie  de  la 
rotation  autour  d'un  point,  et  dont  je  reparlerai  plus  loin,  à  propos 
de  la  théorie  générale  du  système  doué  de  la  hherté  dti  troisième 
degré. 

IX.  J'en  reviens  au  cas  général  du  système  de  vis  de  degré  k. 

Je  suppose  que,  sous  l'action  d'un  système  de  forces,  le  système 
rigide  passe,  au  moyen  d'une  torsion  d'amplitude  a!  effectuée  autour 
d'une  de  ses  vis  a,  de  la  position  d'équilibre  A  à  la  position  voisine  B 
et  dépense,  dans  ce  mouvement,  l'énergie  Va,  ou  énergie  potentielle 
du  déplacement ,  laquelle  doit  nécessairement  dépendre  des  coor- 
données de  la  torsion  de  A  en  B  et  des  constantes  du  système  de  forces. 
comme  étant  fonction  des  A  coordonnées  «', ,  . . .,  a'^ ,  et  fonction  ho- 
mogène du  deuxième  degré,  parce  que  l'on  y  peut  négliger  les  puis- 
sances plus  hautes  de  ces  coordonnées  devant  leurs  secondes  puis- 
sances, et  que  les  termes  linéaires  disparaissent  dès  qu'il  s'agit  de  la 
sortie  d'une  position  d'équilibre.  P.ir  l'effet  du  transport  dans  la  posi- 
tion B,  l'équilibre  est  détruit  et  un  torseur  créé  autour  de  la  vis  /3, 
dont  les  coordonnées  |S"  ,  . . . ,  pj   se  déduisent  de  la  formule 

r-i  = «. 

'  '  ■2.pi   diii 

Si,  de  cette  manière,  aux  torsions  autour  de  a,  a*,  correspondent 
les  torseurs  réduits  |3,  /3*,  la  réciprocité  de  a  et  j5*  sera  une  consé- 
quence nécessaire  de  celle  de  a*  et  ]3;  pour  ces  deux  réciprocités,  en 
effet,  tt  dans  la  seule  hypothèse  que  Va  soit  de  la  forme 

A,,a''+  ■••  +  2A,.,a',  a'^  +  .  ■  ■  -1-  ik,^a\c^^  +  .  .  ., 
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la  condition  est  la  même  et  s'écrit 


A , ,  a'  a! 


\,i{a\  «o  H-  a'^u'^) 


Les  vis  a,  a  ,  pour  lesquelles  elle  est  remplie,  sont  dites  potentielle- 
ment conjuguées  et  l'on  démontre  immédiatement  qu'il  existe,  dans  un 
syslème  de  vis  du  degré  A,  toujours  et  seulement  k  vis  telles,  qu'une 
torsion  effectuée  autour  de  l'une  d'elles  donne  naissance  à  un  torseur 
réduit  dirigé  suivant  elle-même.  En  effet,  cette  propriété  s'exprime  par 
les  équations  de  condition 


•îpi   f/a, 


2/P, 


(A,-,  a,  +  A,, «2  +  .  .  .  +  A,*«l  ), 


ou,  en  raison  de  ce  que  « ■  =  c/." a,  et  (/',  =  «'a,, 

«"«,/'/  =  —  «'(A,-,  a,  -4-  . . .  -+-  hua.^), 
qui  ne  sont  compatibles  que  si  le  déterminant  symétrique 


A,,  +  ^Pi     A,  2 

A, 3  AooH-^/J,      . 


•      A„ 
.      A,, 


A., 


-  Pk 


s'annule.  Or,  l'équation  obtenue  en  égalant  ce  déterminant  à  zéro 
fournit,  pour  le  rapport  — ^  k  valeurs  toujours  réelles  dont  chacune, 
portée  dans  les  équations  de  condition,  détermine  les  coordonnées  d'une 
vis  qui  jouit  de  la  propriété  énoncée. 

On  trouve  ainsi  les  k  vis  potentielles  principales  du  système.  Elles 
forment  un  groupe  coréciprocal  unique  par  ra|)port  auquel,  si  on  le 
prend  pour  fondamental,  le  travail  ¥„,  produit  par  une  torsion  d'am- 
plitude Cf.'  autour  de  a,  est  donné  par  la  fornude 


V,  =  a'=iA,,aJ  + 


2  Aija,  «2 
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que  l'on  peut  changer  en  la  suivante  : 

en  représentant  par  F  une  constante  directement  proportionnelle  à  la 
masse  et  inversement  proportionnelle  au  carré  du  temps,  et  par  i>a  un 
paramètre  linéaire  appartenant  à  In  vis  a.  sous  Vinjluence  de  la  fonc- 
tion V,  et  s'adjoignant,  comme  troisième,  au  paramètre  purement 
géométrique  p^  et  au  paramètre  ;/„,  qui  dépend  de  la  distribution  de 
la  masse  du  système  par  rapport  à  la  vis  a. 

Les  vis  potentielles  principales  étant  prises  pour  fondamentales  et 
leurs  paramètres  v  ayant  pour  valeurs  respectives  i',,  . .  .,  C/j,  l'énergie 
potentielle  du  déplacement  s'expiime  par  une  somme  de  carrés 

F(a7r;  -H  ...  +  (x',i>l), 

et  cette  expression  lui  demeure  pour  chaque  groupe  de  k  vis  poten- 
tiellement conjuguées. 

On  obtient,  enfin,  un  dernier  groupe  in)portant  de  k  vis  du  sys- 
tème en  considérant,  à  la  fois,  les  deux  vis  j3  et  p*  de  ce  système 
qui,  par  rapport  à  une  autre  de  ses  vis  a  se  trouvent  dans  les  si- 
tuations suivantes  :  /3  est  la  vis  suivant  laquelle  un  lorseur  doit  agir, 
sur  le  système  en  repos,  pour  lui  imprimer  un  mouvement  de  tor- 
sion autour  de  a;  ]3*  est  celle  suivant  laquelle  agit,  sur  ce  sys- 
tème, le  torseur  réduit  auquel  donne  naissance  la  torsion,  autour 
de  a,  qui  s'effectue  à  partir  d'une  position  d'équilibre  La  première 
ne  dépend  que  du  corps  solide  et  de  l'ensemble  des  mouvemenls 
qui  lui  sont  permis;  la  seconde  dépend,  de  plus,  du  système  de  forces 
agissant. 

Or  on  peut  prouver  qu'il  y  a,  toujours  et  seulement,  k  vis  a,  dans 
le  système,  pour  lesquelles  les  vis  /3  et  j3*,  qui  leur  sont  liées  comme 
il  vient  d'être  dit,  coïncident.  En  effet,  d'après  ce  qui  précède,  cette 
condition  exige  la  coexistence  des  k  équations  de  condition 

h—  a,  = r-     ou     h.ii] u  a,  =  —  ',A , ,  a,  -h  . .  . )  a  , 

Journ.  de  Math.  (3^  série),  tome  IV.  —  M,vi  187s.  22 
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c'est-à-dire  la  nullité  du  déterminant  symétrique 

A,,  +  h'—ii^  A,o  . . .     A, A 

A,  2  A22  +  /'  — "2      •••     Ao4 


Au 


Or  l'équation  qui  expriuie  cette  nullité  fournit,  pour /< —>  A  valeurs 
toujours  réelles  et,  par  là,  au  moyen  du  système  des  équations  de  con- 
dition, A-  vis  de  l'espèce  demandée. 

Ces  vis  sont,  à  la  fois,  matériellement  et  potentiellement  conjuguées, 
et  M.  Ball,  sur  la  proposition  de  M.  R.  Townsend,  les  a  désignées 
sous  le  nom  de  vis  harmoniques .  Je  ferai  remarquer  que,  pour  lui  sys- 
tème hélicoïdal  du  deuxième  degré,  le  paramètre  f,'a.  =  u\v\  +  o'-l^l 
conduit  à  une  ellipse  potentielle,  comme  à  la  courbe  dont  les  diamètres 
conjugués  sont  parallèles  à  des  vis  potentiellement  conjuguées,  etc. 
Les  couples  de  diamètres  conjugués  communs  à  cette  ellipse  et  à  la 
conique  flèche  ou  à  l'ellipse  d'inertie  du  système  fournissent  les  vis 
potentielles  principales  et  les  vis  harmoniques  de  ce  système. 

X.  Muni  de  tous  ces  moyens,  on  arrive,  enfin,  à  l'établissement 
des  équations  différentielles  générales  de  la  dynamique  des  systèmes 
invariables  et  à  une  solution  nette  du  problème  cinétique  général 
{voir,  par  exemple.  Poisson,  Mécanique,  t.  II,  Cliap.  IX,  Sect.  II,  ou 
Duhamel,  t.  11,  art.  206-21 8 \ 

Le  corps  est  supposé  en  mouvement  sous  l'influence  des  forces,  en 
sorte  qu'au  bout  du  temps  <  les  coordonnées  de  son  mouvement  de 
torsion,  rapportées  aux  k  vis  d'inertie  principales,  soient  les  ~-  Si, 
alors,  /5"  désigne  les  coordonnées  tl'un  lorseiu'  qui,  en  agissant  pendant 
le  court  espace  de  temps  t  sur  le  corps  en  repos,  lui  aurait  iu)prlmé 
le  même  mouvement,  les  coordonnées  du  lorseur  impulsif  qui,  dans  le 
temps  T,  déterminerait,  en  parl.int  de  l'état  de  repos,  le  mouvement  du 
temps  t  -t-  T,  seront  /s"  -!-  '-p-  D'autre  part,  le  mouvement  au  temps 
t  +  -  peut  être  regardé  comme  produit  par  l'action,  d'abord  du 
torseur  |S"  pendant  le  temps  7,  et  ensuite  du  torseur  engendré  pendant  le 
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même  temps  et  dont  les  coordonnées  sont T^'^"  sorte  que  l'on  a 


•ZPi     rfx'; 


Maintenant  de  l'équation 

r  fi"    =    M 

Pi     dt 


r,->  n  «    '*/      da 

t|3,  =  M  — 


on  peut  déduire 

dt    "      ""   Pi     dt- 


'^p"  _  M  ''.'  ^'=«;_ 


et  l'on  obtient   les  équations  générales  du   problème  (/ =  1.2  ...  k) 
sous  la  forme 

-,     ,d'a\         d\ 
'    dt'  da\ 

[voir  ÏHOMSON  et  Ta.it,  Natural  Philosophy,  vol.  I,  art.  329,  330). 
Pour  les  intégrer,  on  pose 

a',  =/û, 

où  ii  désigne  une  fonction  inconnue  du  temps  et  les^,  des  constantes; 
puis,  introduisant  V,  on  obtient  le  sy.stème 

M«?/,  ^  +  (A.  J,  +  A,,/,  +  . . .  +  A,  J,)Û  =  o, 

^"'■/*  ï  "^  (^*'/'  +  ^"^/^  +  . .  .  +  Aa,/a)  fl  ^  o, 
lequel  se  réduit  à  l'équation  unique 

J'n  /(    a."  ,^ 

"77-4-77  -Q.  —  o; 

admettant  l'intégrale 

Û  =  H  siî!  {si  +<;•), 

si  l'on  tire  les  quantités  A  —  et  le.s^,  des  k  équations  suivantes  : 

/  (A,,  +  /i^?fr)-h/2A,o+  ...+J^k,,=  o, 


/,  Aa,  +/2AA2  +  . .  .  +  /a  (a,,  +  h"^un  —  o, 

22.. 
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c'est-à-(Jire,  d'après  ce  qni   précède,  si  les  Ji  sont  proportionnels  aux 
coordonnées  d'une  vis  harmonique. 

Si  l'on  représente  par^,,  la  valeur  de/y  qui  résulte  de  l'emploi  de  la 
"■""■  racine  de  l'équation  de  degré  k  en  A-7->les  solutions  générales 
deviennent 

«.'  =/<H,  sin  is,t  +  c,)  -{-  ...  +/,,H<  sin  [s^  t  -f-  c,). 

Elles  contiennent  2k  constantes  à  déterminer  au  moyen  de  l'état 
initial  et  admettent,  en  même  temps,  d'après  les  considérations  précé- 
dentes, V interprétation  très-simple  que  voici  : 

Que  l'on  suppose  la  torsion  qui  a  écarté  le  corps  de  sa  position 
d'équilibre  stable  et  le  mouvement  de  torsion  qui  a  été  alors  imprime 
à  ce  corps,  décom|)osés  en  leurs  k  composantes  suivant  les  vis  harmo- 
niques; que  l'on  conçoive  k  pendules  circulaires  respectivement  iso- 
chrones à  ces  composantes;  que  l'on  imagine,  ensuite,  tous  ces  pen- 
dules mis  en  mouvement,  en  même  temps  que  le  corps,  avec  des 
amplitudes  et  des  vitesses  angulaires  respectivement  proportionnelles 
aux  amplitudes  initiales  et  vitesses  des  torsions  des  vis  harmoniques 
correspondantes;  que  l'on  détermine,  enfin,  pour  le  moment  donné, 
les  arcs  des  k  pendules,  de  manière  à  donner  au  corps,  à  partir  de  sa 
position  d'équilibre,  les  torsions  correspondantes  autour  des  vis  har- 
moniques, et  l'on  obtiendra  la  position  correspondante  du  corps. 

XI.  Je  veux,  en  dernier  lieu,  examiner  de  plus  près  le  cas  parti- 
culier où  le  corps  est  libre  de  subir  des  torsions  autour  de  toutes  les  vis 
d'un  système  de  troisième  espèce,  et  dans  lequel,  par  suite,  le  système 
réciproque  est  de  même  nature  que  le  preiuier,  parce  que  tous  deux 
sont  déterminés  par  3 (G  —  3)  ou  neuf  coiidiiions.  La  disposition  des 
vis  des  deux  systèmes  eu  une  infinité  siaq)K'  do  groupes  de  mémejlèche 
foiu'uit  immédiatement  ce  théorème,  que  chacun  de  ces  groupes  con- 
stitue Vun  des  systèmes  de  génératrices  d'un  hyperboloïde,  dont  l'autre 
comprend  les  vis  de  flèche  égale  et  de  signe  contraire  du  système  réci- 
proque. 

Ces  hyperboloïdes  forment  lui  sjstènie  concentrique,  conxial  et 
concf  clique,  et  il  est  aisé  de  démontrer  que  l'hyperboloïde  des  vis  de 
flèche  nulle  qui,  d'après  M.  Mannheim,  est  le  lieu  des  points  auxquels 


I 
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répondent,  dans  le  mouvement  d'indétermitiation  doublement  infinie, 
non  des  gerbes,  mais  àes  Jaisceaux  de  trajectoires  e\.^  d'après  Pldcker, 
Neue  Geom.  d.  R.,  p.  i3o,  celui  des  droites  communes  à  trois  com- 
plexes linéaires  ayant  leurs  axes  sur  les  axes  de  coordonnées  et  pour 
paramétres />,,  y^ai /^3»  a  pour  équation 

p,  X-  +  p^y-  -h  p3Z^-h  p,p.p3=o, 

p,,  p.2  et/73  étant  les  flèches  qui  dans  le  système  appartiennent  respec- 
tivement à  ses  axes  principaux  ;  et  que  les  vis  de  flèche  p  appartiennent 
à  l'hyperboloïde 

{p,  -p)x'  -f-  [p,  - p)f-  +  [p,  ~p)z-  +  [p,  -p)  {p,  -  p)  {p,  -p)^o. 

L'hyperboloïde  de  flèchenuUe  détermine, en  même  temps,  \esjlèches 
de  toutes  les  vis  du  système,  comme  proportionnelles  à  l'inverse  du 
carré  de  ceux  de  ses  diamètres  qui  leur  sont  parallèles.  En  effet,  des 
équations 

p,  x""  -H-  p.  r'  +  p^z'-h  p,  P2P3  =  o, 

{p,  -p)x-  +  [p,  -  p)j-  +  {p,  -  p)  Z^'  +  {p,  -  p)  {p,  -p)  [p,  -  p)  =  o, 

il  suit  que 

/"■'=-/',  P2P3. 

comme  Plucker  (à  l'endroit  cité,  p.  i3a)  l'a  également  énoncé  pour 
les  paramètres  des  complexes  du  groupe  à  trois  membres,  système  héli- 
coïdal du  troisième  degré. 

Ainsi,  dans  la  détermination  de  cet  hyperboloïde,  Yhjperboloïde 
flèche,  se  trouve  comprise  celle  de  tout  le  système  et  de  son  réciproque, 
comme  il  est  disposé,  par  là,  de  ses  neuf  constantes.  On  voit  que,  par 
chaque  point  de  l'espace  fini,  il  passe  trois  vis  du  système  et  une  seule 
par  chaque  point  à  l'infini  ;  tandis  que  chaque  plan  de  l'espace  en 
contient  deux  et  qu'en  conséquence  les  vis  du  système  parallèles  à 
un  plan  forment  un  cylindroïde  et  celles  parallèles  aux  sections  circu- 
laires réelles  en  particulier,  des  faisceaux  plans  de  droites,  issues  de 
deux  points  de  l'axe  primaire.  La  construction  de  tout  cela  ne  présente 
aucune  difficulté  spéciale. 
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L;i  signification  de  l'hyperboloïile  flèche,  duquel  chaque  triple  de 
diamètres  conjugués  fournit  spécialement  les  directions  de  trois  vis 
coréciprocales  du  système,  peut  encore  être  éclaircie  par  la  remarque 
suivante  : 

La  condition  de  l'équilibre  sous  l'action  de  la  pesanteur  tend  à  ce 
que  la  ligne  verticale  [sch'.verlinie)  qui  contient  le  centre  de  la  masse 
appartienne  au  groupe  des  vis  réciproques  de  l'hyperboloïde  flèche,  ou 
à  ce  que  les  restrictions  ou  résistances  soient  compatibles  avec  la  rota- 
tion du  système  autour  d'une  droite  déterminée  passant  par  ce  même 
centre,  à  savoir  l'autre  génératrice  correspondante  de  l'hvperboloïde 
flèche. 

Dans  le  cas  de  la  rotation  autour  d'un  point  JLve,  où  le  système  héli- 
coïdal des  mouvements  possibles  est  une  gerbe  de  flèche  nulle,  l'hyper- 
boloïde flèche  devient  illusoire.  Alors,  en  effet,  l'expression  du  para- 
mètre des  masses 

"a     =    "I  ^î     +    "2  "^2    +    "3  ^3 

est  géométriquement  représentée  par  lui  ellipsoïde,  dont  les  inverses 
des  carrés  des  rayons  sont  proportionnels  aux  énergies  cinétiques  du 
cor|)S  relatives  à  une  torsion  de  vitesse  donnée,  autour  des  vis  parallèles 
du  système,  ou  dont  les  rayons  sont  proportionnels  aux  vitesses  de 
torsion  que  doit  prendre  le  corps,  autour  des  vis  tlu  système  respec- 
tivement parallèles,  pour  avoir  l'énergie  cinétique  U7i.  Cet  ellipsoïde 
.est  celui  d'égale  énergie  cinéticjue;  ses  triples  de  diamètres  conjugués 
sont  parallèles  à  des  vis  d'inertie  conjuguées  du  système  et  dans  le  cas 
(le  la  rotation  du  corps  autour  d'un  point,  il  devient  Vellipsoïde,  bien 
connu,  des  moments.  Le  triple  des  directions  conjuguées,  cjui  lui  est 
commun  avec  l'hyperboloïde  flèche,  appartient  aux  vis  principales 
d'inertie  du  système,  lesquelles,  dans  le  cas  de  la  rotation  autour  d'un 
point,  deviennent  les  axes  principaux  du  corps  ;  un  torscur  dirigé 
suivant  l'une  d'elles  et  agissant  avec  une  grande  intensité,  nuiis  pendant 
un  temps  très-court,  imprime  au  corps  une  torsion  autour  de  cette 
même  vis.  D'une  façon  générale,  on  obtient  la  vis  du  mouvement 
momentané,  correspondant  à  un  pareil  torseur  impulsif,  au  moyen  de 
cette  remarque  que  les  vis  du  système  réciproques  à  celle  du  torseur 
forment  comme  récij)roques  à  quatre  vis,  un  cylindroïde  et  sont  dès 
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lors  parallèles  à  un  plan.  La  direction  qui  lui  est  conjuguée  dans  l'el- 
lipsoïde  d'égale  énergie  cinétique  appartient  à  la  vis  momenlanée  cher- 
chée. Dans  le  cas  spécial  de  la  rotation  autour  d'un  point,  cela  revient 
à  la  construction  connue  de  Poinsot. 
XII.  De  même,  d'après  l'équation 

on  obtient,  comme  représentation  géométrique  du  paramètre  potentiel 
^0,,  un  ellipsoïde  dit  (ï égale  énergie  potentielle,  qui  fournit  pour  chaque 
vis  du  système,  au  moyeu  du  rayon  qui  lui  est  parallèle  et  en  raison  de 
ce  que  ce  rayon  est  proportionnel  à  celte  amplitude,  la  petite  amplitude 
de  la  torsion  pendant  laquelle  est  développé,  sous  l'action  des  forces 
extérieures,  le  travail  un,  dont  le  triple  de  directions  conjuguées  fait 
partie  des  vis  potentiellement  conjuguées  du  système  et  qui  enfin, 
associé  à  Thyperboloïde  flèche,  conduit,  à  j3eu  près  comme  le  précédent 
ellipsoïde  servait  à  la  construction  de  la  vis  momentanée,  à  la  déter- 
mination de  lavis  de  rétrogradation,  c'est-à-dire  de  la  vis  du  torseur  créé 
par  un  déplacement  donné.  Enfin,  le  seul  triple  de  directions  con- 
juguées qui  soit  commun  aux  deux  ellipsoïdes  d'égale  éuergie  appartient 
aux  trois  vis  harmoniques  du  système  ;  les  [)etites  oscillations  du  corps 
résultent  de  la  composition  d'oscillations  harmoniques  simples  effectuées 
autour  de  ces  vis  ;  un  déplacement  iuitial  suivant  l'une  d'elles  déter- 
mine de  petites  oscillations  de  torsion  autour  de  cette  même  vis  et  un 
déplacement  initial  sur  une  vis  du  cylindroïde  défini  par  deux  d'entre 
elles  fait  que  la  vis  des  moments  du  mouvement  du  système  oscille 
sur  ce  cylindroïde,  sans  jamais  s'en  détacher. 

Dans  le  cas  très-particulier  de  la  rotation  autour  d'un  point,  sous 
riri/luence  de  la  pesanteur,  l'ellipsoïde  potentiel  ô.e\\çTi\.  un  cylindre  de 
rotation  ayant  pour  axe  la  ligue  verticale  [sdiiverlinie)  passant  par  le 
centre  de  la  masse  ;  cette  ligue  est  l'une  des  trois  vis  harmoniques,  et 
les  deux  antres  sont  les  vis  focales  du  couple  commun  de  diamètres 
conjugués  situé  dans  le  plan  diamétral,  conjugué  à  la  première,  de 
l'ellipsoïde  des  moments.  Eu  conséqui^nce,  les  plans  verticaux  menés 
pur  les  deux  axes  harmoniques  se  coupent  à  angle  droit. 

Ce  qui  précède  me  paraît  donner  des  résultats  obtenus  sur  le  terrain 
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OÙ  je  me  suis  placé,  une  idée  suffisamment  nette  pour  que  je  m'abs- 
tienne (le  nie  livrer  ici  à  de  nouveaux  développements.  J'y  trouverais 
pourtant  ample  matière,  tant  au  point  de  vue  des  sujets  de  problèmes  à 
traiter,  tels  que  l'étude  approfondie  des  cas  où  le  système  jouit  d'une 
liberté  d'espèce  quatre  ou  cinq,  ou  encore  d'une  liberté  entière,  ques- 
tions qui  n'ont  même  pas  été  touchées,  dans  cette  Notice,  et  de  ceux  de 
l'équilibre  des  forces,  sur  lesquels  on  connaît  tant  de  propositions 
remarquables  [voir  le  Mémoire  de  M.  R.  Sturm,  dans  les  ^iniali  di 
Matem.,  2'  série,  t.  VIP,  qu'à  celui  des  moyens  de  recherche  que  j'y 
emploierais.  Il  est  évident  que,  particulièn-ment,  les  complexes  de 
rayons  du  second  degré  doivent  jouer  souvent  un  rôle  important  dans 
ces  reclierches  ;  j'en  citerai,  pour  un  seul  exemple,  les  deux  complexes 
lépondant  aux  équations 

2  m,- a,-  =  0,     2i  i».-»,^  =  o, 

ot  désignés  respectivement,  par  MM.  F.  Klein  et  Ball,  sous  les  noms 
de  complexes  cinétique  et  potentiel.  On  conçoit  aisément  pourquoi  il 
ne  pouvait  convenir  de  les  considérer  ici. 

Je  tiens  à  mentionner,  en  terminant,  que  le  choix  de  termes  conve- 
nables pour  la  germanisation  (')de  la  terminologie  deM.BALLin'a  coûté 
quelque  effort;  il  importait  parlicnlièremcnt  d'en  trouver  ou  d'en 
former  de  courts  et  de  précis  pour  rendre  les  mots  anglais  :  twist, 
n'rench,pitch,  etc.  Ceux  que  j'ai  choisis  me  paraissent  dignes  au  moins 
d'être  sérieusement  discutés.  Quant  à  traduire,  comme  je  crois  nie  rap- 
|)eler  qu'on  l'a  déjà  fait,  twist  par  drillung  (-),  je  n'ai  pu  m'y  résoudre. 

Je  ne  doute  pas  que  ces  méthodes  ne  reçoivent  encore  de  nouveaux 
|ierfectioiinenienls  et  ne  deviennent  toujours  pins  fécondes.  C'est  pour- 
quoi j'ai  jugé  nécessaire  de  les  présenter,  à  de  futurs  professeuis  de 
Mécanique,  dès  leurs  premiers  pas  hors  des  recherches  cinémalogéo- 
mélriques  et  linéogéométriques.  A  ce  point  de  vue,  la  présente  Notice 
sera,  j'espère,  de  quelque  utilité. 
* 

('  )  Il  est  à  piiiie  liesdin  d'ajouter  ici  que  le  traducteur  français  a  lenconlre,  à  son 
tour,  Ifis  mt-mes  difficultés 

l'V   Rotation. 
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Nule  sur  rintéû-rafion  de  l'équation  -j—r  •+- ; — t-  V 

'  rtx-'  X      dx 

Par  m.  WORMS  DE  ROMILLY, 

liigéuicur  des  Mines. 


Considérons  les  quatre  intégrales  définies  suivantes  : 

(f[x^lj.)  =  /  sin  (j^cosw)  sini^w^/oj, 
5  (x,  fji)  =  /  cos  (.r  cosw)  sin''fn><y(,j, 
t|/  (j:-,  p.)  =    /     sii)(.r  sin  oj)  cosi^  wi^/w, 

•  'o 

.-.TT 

X  [x,  ij.)  —    /     cos{x  sino))  cos^côdw. 

Remplaçons  dans  les  deux  premières  sin''w  par  sini^^^^oj  (i  —  cos-&j)*, 
et  dans  les  deux  autres  cos'^  «  parcosi^~'^*w(i  —  sin^u)*,  etdéveloppons 
les  binômes,  nous  obtiendrons,  pour  les  quatre  fonctions,  des  relations 
analogues  à 

1  'i  [x,  p.)  =    /     sin  (x  cos&))sin'^~-''oj 

(')   I  ' 

(r               k  COS'm           /  I  / —  !  '.  ,  I      , 

I 1 COS*  r,)   .  .  .        r/ijl. 
L           '            ■•■-'-  .1 

Differentions  aji  fois,  par  rapport  à  x,  i;i  fonction  f,  il  vient 
/      sin  (x  cos  w)  sin'''  oj  cos*"  w  r/îj  ; 


//'"  (p  (jT,  fjt^  , 


dx'" 
Joiirii.  lie  iUuli.  (i"  série),  tome  IV.  —   Mai   i8;8.  2J 


1-8  ^vonArs  de  romilly. 

la  relation  (i)  peul  donc  s'écrire 

(2)   o{x,  iJ.)  =  ?  (.r,  p.  -  2 A-)  4-  Y  -^^, ■  +  ■  •  •  +  -^^^-t;H 

En  effectuant  les  mêmes  opérations  sur  les  autres  fonctions,  on  par- 
viendrait à  (les  relalions  de  forme  identique, 
f.'intégralion  par  parties  nous  donne 

r  si n  (j:  ces  oj )  si ni^  w  r/w 

=  -cos(xcosa))sini^~' w  -^  l. — —  sin(j?  cosw)  sin"^^^  w  cosw 

—  uilZJJJiiZ! — L  f  sin  {.T  cos  œ)  sini^~*  m  cos"  w  c/o) 

H-  ^ f  sin  (jc  cosw)  sin!^"-  oxYu. 

Pour  |j.  =  I  ou  >  I,  les  deux  premiers  termes  du  second  moiubre 
s'annulent  entre  les  limites  zéro  et  n,  et  en  remplaçant  dans  le  troisième 
terme  cos-w  par  sa  valeur  en  sin  w,  on  trouve,  après  une  dernière  ré- 
duction, 

•  Pour  la  fonction  0,  les  termes  que  l'on  peut  faire  sortir  du  signe  /  sont 

sin  fjJcosGù)  sini^"'  w  -+-  ' cosfjc  cos  w)  siui'"'  w  costo. 

Le  deuxième  terme  est  nul,  quel  que  soit  y.;  il  n'en  est  pas  de  même 

,                                      .                             ,..,,,         asinx 
du  |)iemicr  terme  qui,  pour  p.  —  i,  devient  égal  a  H •,  nous  au- 
rons donc 
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A^,  étant  nul,  sauf  dans  le  cas  de  u.  =  i ,  où  il  a  pour  valeur  H -• 

On  trouve  de  même 

'  (^'  P-)  = ^r "  (-^^  /■'•  -  2)  - jf ■  T  [x,  tj.  -  4), 


Si  l'on  remplace  dans  — ^^— ^-  lefacleur  cc^s'^oj  ou  le  fadeur  cos"'~'co, 

'  (Ix'" 

suivant  que  m  est  pair  ou  non,  par  sa  valeur  en  sinoj,  on  obtient  les 
relations 


/    d''"tj,  i'.r,  a] 


=  (-')"  [?  i-^'^  P-)    -   7  ?  ■•*'.  P-  +   2  ) 


/  /  N  I  ?J  f/î    —    il  ,  ,-.  ,  ,„         ,  ,1 

(4j     {  H Y"^, —  ?(-^.  P-+4) f-^-  li"ç',a-,fA  4-  2«i    , 

[  ^'"+>f.r,  f/  _  ,  _      ,„  r^^_^  __  «  d^ix,u.  +  -?.  -] 

\        ^x"-+'        ~  ^         ^     L      r/x  I  dx  J 

Les  relations  seraient  de  forme  identique  pour  0 ,  à,  -.. 

De  ce  qui  précède  il  résulte  que,  connaissant  les  intégrales  pour 
les  valeurs  o,  1,2,  3  de  p.,  on  en  déduira  les  intégrales  pour  une  va- 
leur quelconque  de  ,a. 

Nous  remarquerons  d'abord  que  la  fonction  ç»  est  toujours  nulle; 
car,  pour  deux  valeurs  - -f- 0)',  -  —  6j'  de  w,  le  facteur  sinfx  cosoj) 
aura  même  valeur  absolue  et  signe  contraire,  le  facteur  sin^^oj  aura 
même  valeur  :  il  est  de  même  facile  de  voir  que  T(.r,  p.),  (j^(x, /Jtj  sont 
nuls  quand  [j.  est  impair. 

Quand  u.  est  pair,  5  et  -  ont  même  valeur.  En  effet,  faisons  varier  dans 
5,   co,  de   zéro  à  -)  et  dans  t,  «2  de  -  à  ;:,  pour  une  valeur  intermé- 

•  2  '2  ^ 

diaire  'a'  ;  on  aura 


d^  =  cos  (  X  costo'j  sini^w'^w',    c/t  —  cos  (a-  cosco')  (—  sin  w'jt^r/w'. 

23.. 
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Ces  deux  valeurs  sonl  égales.  Prenons  maintenant 

dO  =  cos  ( —  j?sinw'j    —  cosw'  "^r/o/,      (h  =  cos(j:'sin't>')  cosi^w'^^/w'. 

Nous  avons  encore  des  valeurs  égales;  donc  0  et  t  ont  mêmes  valeurs 
quand  a  est  \\n  nombre  pair. 

On  a,  d'autre  part,  immédiatement 

,,  ,  r       sin  (x  cosu  "1"        a  sinj 

et  en  appliquant  la  formule  (2),  où  nous  ferons  A:  =  1,  ^u.  ^=  3, 


5(x,  3)  =  5(x,  i)  + 


X'      x 


Il  ne  nous  reste  plus  à  chercher  que  les  valeurs  de  0  et  de  '}  pour  [x  =  o, 
jU.  =  2.  Or  on  a 

,  ,  ,  /^^  ,  V     ,  C^  l  .î'cos'w  .r'cOS.*w  \      , 

0  [X,  o]  =  /      cos ( j: cos u) a&j  =  i     (  i \ ^  -f-  •••  I  rtw, 

5(x,2)=  I      cos  (.r  cosw)  sin- ùj  f/'i) 

=  5     O-,   o)—    / 1 5-7   -f-    •••  W/w, 

et  de  même 

I  i'j:,  Oi)  —  i\>  [x,  o)  —  /     (x  sin' w  — ~  —  ...  J  d,,^, 

^  (x,  o)  =  I     ix  sin  w  —  - — ^— T^  4-  •  •  •  j  t/w. 
Or,  en  vertu  des  relations  connues, 

XCOh^" ')>  dij)  =         '  '  ' -  /     cos*""^'  Ojrfw  r=  o, 
2.4...2«  J„ 

X'    ■    ,,,       I  i.3...a«— I        /''^    .    „,.,       ■  i.?..4...2n 

2.4.  ..2«  Jg  1  .3.5.  .  .2/1-4- 1 


,  ,   ,  rf-V  u  -(-  I    f/V  n 
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<tx'  X       dx 

il  vient 

, ,  ,  /  *'    1  .?  '        1.3  j:*  1.3.5       \ 

(^fx,  o)  =  -^i-  — -+^;^^;3^^-,_^3^_5  6^:^---J' 

/-/  N  /•         x'i.3  a;'        1.3.5       \ 

0{X,   l)  =ÔIX,  o)  -  71  (^-  -  y-^  —^  +  -^-^^-^  74:6  •••]' 

/ 1         .»=    j^  I  x'         1.3  I .r^ 1.3.5  ^ 

^(o-,  2j  —  7:(^-— --  ^  ^-f-  ,2.3  4  2.4  6        1.2.3.4.5.62.4.68" 

/  x'       2  -r*  2 . 4  ^' 2.4.6 

4.(0^,0)    r=2^(^I    -   -7^3+    ,.2.3.4.5375"   1.2.3.4.5.6.7  3. 5. 7 

v);(x,  2)  =.  ^(x,  o)  -  (.r  5  ^  -  -p;^  g  ^  +  77^1:5  ^  ^375  • 

/2    l  .r'        2   2    1  .1'  2.4  ?•    I 

+  1^'^)=-^  (,73-^2:3  7  3  5+.. 2. 3. 4  5  773  5  7 

j;'  2.4.621  \ 

1.2.3.4.5.6.7   I .3.5  7  9       / 
^application. 

Nous  avons  vu  que  l'une  quelconque  des  fonctions  'f ,  0,  1},  t,  que 
nous  désignerons  par  V,  satisfait  à  la  relation 

V(.r,  p.)  =  V(.r,  p.-2A-j-t-- 4£^ '- -h  ... 

Si  nous  posons  ^-  =  i ,  il  vient 

(5)  v(x,p^)=^v(^,p.-2)  +  ^'^<";;-^^- 

Supposons  maintenant  que  la  relation 

(6)  -i^  +  4-  -V^  4-  V(^,  f.)  =  O 

soit  satisfaite,  je  dis  qu'en  vertu  de  la  relation  (5)  on  aura  aussi 

,      ,  iPVix.u.  +  l)  u.  -F  3    </V(.r,  u. -+-  2I  _r/  ,         \ 


i8j  worms  de  romillv. 

Nous  pouvons,  en  effet,  écrire  la  relation  (5) 

\  Lr,  rj.  -I-  2    =  Vfx,  IJ.)  H 7-1—- 

Substituons  cette  valeur  dans  l'équation  (7),  on  a 

_rf=V(.r,  (i)  f/'V(x,  uj  (X  -4-  3  fi^Vi.r,  u, 

dx''  dx'  X  clx 

Or,  si   nous  différentions  deux  fois  de  suite   la  relation  (6),  nous 
trouvons 

d'y[x,  fij  a  ■+-  I   d'Wlx,  p)  fJ  -4-  1   d^V  {x,  fi) 

dx'  X  dx^  jl''  dx' 

u -t-  I    dS[x,^)         (PV{x,^]__ 


x'  dx  dx' 

d>y{x.  II]  fi+  I    (/'V(.r,  p)   _   p-f-  1    rA^fj.  p)  _,^  fl'Vf.r.  p)   _ 

dx'  X  dx'  x'  dx  '  d.r 

Multiplions  la  première  par  -  et   ajouloiis-la    membre   à   membre    à 
l'antre;  nous  trouverons 

rf'V{x,  p)         pH-3f^V(x,  p)         d'y{x,fi.)         1   dV  (  X,  u     __ 
d.i  '  .i-  ï/j,'  rfx'  X  dx  ' 

et, en  reirancliani  cette  équation  membre  à  membre  de  l'équalion  (8), 

dx'  ^  .,  dx  -I-     VIO-,     fX;-     O, 

ce  qui  est  précisément  l'équation  (G  :  que  nous  avons  supposée  satisfaite. 

Donc,  si  y  {x,  o),  V(jr,  i)  satisfont  à  la  relation  (G),  il  en  est  de 
même  quel  que  soit  ij.. 

La  fonction  s  étant  toujours  nulle,  il  n'y  a  pas  lieu  de  la  considérer; 
rf.r,  i),  •]'{x,  i)  étant  nuls  satisfont  à  l'équation  différentielle;  0{.r,  i) 
substitué  à  V  rend  l'équation  différentielle  identiquement  nulle.  On 
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(  (/.''  .r       c/j- 

vérifie  facilement  que  6(x,  o)  satisfait  à  l'équation  différentielle;  car, 
en  substituant  dans  le  premier  membre  la  valeur  de  ô(.r,  o)  et  de  ses 
dérivées,  on  trouve 

cos(jrcos(i))  sin*  wr/w |     sin(jfcosw)cosojc^c>; 

le  dernier  terme  est  nul,  le  premier,  intégré  par  parties,  se  réduit  à 

[sin  (x  coswl    .       1'^ 
ï—  ^'""J„' 

0 

qui  est  évidemment  nul. 

Pour  '^'{jc,  o),  ou  arrive  à  un  terme 

[cos(jrsinw)  1" 
^ COSW       ) 

dont  la  valeur  est  -•,  par  conséquent  ij^(jr,  o)  ne  satisfait  pas  à  l'équa- 
tion différentielle.  Celle-ci  n'est  donc  satisfaite  que  par  la  fonction 
Ô{x,  (j.)  et  par  la  fonction  t(x,  p.),  qui  est  toujours  nulle  ou  identique 

à  0(ar,  p.). 

Ainsi  l'équation 

admet  toujours  l'intégrale 

(9)  V  =  A5(a-,  f;.)- 

On  pourrait  déduire  de  là,  dans  certains  cas,  l'intégrale  complète. 
Considérons  A  comme  fonction  de  x,  cherchons  les  valeurs  de 
-—5  - — 5  et  introduisons-les  dans  l'éiuation  (6);  celle-ci  deviendr.i 

(ta:     dx^  '  \    /  ' 

A-— ,  + A— +A5  +  2  —  —  +  ^ 5—  +  5-— ■  =  O, 

d.r-  X  dx  dx  dx  x  dx  dx^ 

qui  se  réduit  à 

,  d'k  I      f/9  f;.  +  I   ,\   dk  _ 

dx''  \      dx  X  I  dx 


c'est-à-dire 

\dx 

A    —    A-'    -4-     I     — 

OU  riitîn 
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r/A  ,, 

ou,  eu  posant  -,-  ~  "■, 
'  dx 

<l.r  (l.r  u.  -(-  I 

On  a  donc,  en  intégrant  et  désignani  |)ar  A  une  constante  arbitraire, 

n'A  _        /  A   —  /'  C    ^^^ 

Si  p.  =  I ,  Tintégralion  se  fait  immédiatement,  et  l'on  a 
ik' ûnx         ^cns.r  X,  sin  j- -î- /■, cosj- 

mais,  eu  général,  il  serait  impossible  d'effecluer  riiilégratiou. 

Nous  avons  vu  que  la  formule  (2)  permet  d'exprimer  ^'\x^^.)  eu 
fonction  de  (5(.r,a  —  ik)  et  de  ses  dérivées  par  rapi)ort  à  .r  ;  si  f;.  est 
impair  et  que  l'on  ])renne  [j.  —  2/1  =  1,  ce  qui  est  toujours  possible, 
la  formule  (2)  donne 

10)    5  j:,p.^  =  (5fx,i)  +  :-^ ^j-^ 

'  H-  .  .  .  +•         ,,._,—  • 


De  la  valeur  connue  de  5(x,  i)  on  déduit 

,    i„„A/         V         /          \„rsinr               cosj-  ,  ,  sin-i- 
fil)       \({^"^{x,\)  =  (  -  0"     —^   4-  2/^  -— 2«(2«  -  1)  -^ 

,    COS.r 

—    2«  (a/i  —  l)(27i   —    2) -\-  .  ■  . 

sinj- 

-f-    ...    +   2  //  (  2  «    —     1  1   ...   2  .  I    —^- 


fPV 


I   dV 
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«.£'  X         dx 


on  aura  donc 


6(  x,ft)  =  2 


iin.r  I 


u  —  I    /  u  I 


^(^-)^?^- 


I  .2 

I  /a  —  I 


1.2.3 


y,  —  I ,  fi 


;^-) 


F-', 


I  .  1 

:  —  I  ;  u  —  I 
2       \      2 


1.2.3 

,1X  —  l/fi—  I  \/fi— I 


] 


I  .2 


4.3 


—  2 


6.5. 


P  — I  /p  — I 


1.2.3 

/  ?  o    .        a      \     2           'j  \~ï            I  r  t^   r 
4.3.2  -i-    — — ^ 6.5.4. 


C'L  '-2  1.2.3  J 


5(0:,/-'.)  sera  donc  toujours  de  la  forme 

comme  cela  résulte  évidemment  des  forinesdes  équations  (10)  et  (i  i). 
En  outre,  nous  savons  que  cette  valeur  de  V 

(12)  V,  =  A:,  [ç/(j?)sina:  +  t{/(jr)cosa-] 

satisfait  à  l'équation  différentielle  donnée  ;  nous  allons  démontrer  que 

(i3)  ^ ^^^  k.^\i^[x')i>\.\\x  —  ^{x^co%x\ 

satisfera  aussi  à  la  même  équation,  et  par  suite  que  l'intégrale  com- 
plète sera 

V  =  sin  jr[A-,  !p  [x]  -h  A-o  '^[x'\  4-  cosj:[A,  '^  [x)  —  k^c^{^x)\. 

En  effet,  substituons  à  V  la  valeur  (la)  dans  l'équation  (6),  on  aura, 
en  désignant  les  dérivées  par  rapport  à  x  par  des  accents, 

A,  ((p"sina?  +  i|<"cosj:  +  2ç.'cosa:  —  i'^ ^vnx  —  osinx  —  i|^cosa:) 

+  k^ (ç>'sinx  +  ij^'cosx  -f-  «pcosj:  —  ij>sin  j?) 

+  A,  (ysiuj?  4-  dicos.r)  =  o. 

Journ.  de  lUach.  (S'  série),  tome  IV.  —  JiiN  j8;8.  ^4 
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Pour  que  le  premier  membre  soit  identiquement  nul,  quel  que  soit  .r, 
il  faut  que  les  facteurs  de  s'\nx  et  cosx  soient  nuls  séparément;  d'où 


(}"-+-  29'  —  iJ/  +  ' — —  ['Y  —  o)  -I-  1}  =  o. 
Or  la  substitution  de  V.,  à  V  dans  (G)  donnera 

k.,  (J/"sinx  —  (p"cosx  +  2^}>'cosa;  -4-  2o'smx-  —  às,inx  ■+-  ocosx) 

■+-  k.. ('Vsinj:  —  ç'cosa;  +  tLcosx  -t-  çisino:) 

-+-  X-.>  (il/sina:  —  y  cosj;')  =  o, 
c'est-à-dire 

X%  sinx[i}"  +  2^'—  ({<  -h  ^^—{'^'-^  9)  +  4^] 

•4-  A-, cosa"  r  —  ffi" 4-  2 6'+  0  +  ' (  —  '^  -hà)  —  si  =  o. 

Les  facteurs  de  sinx  et  coso:  étant  les  mêmes  que  plus  haut,  où  ils 
étaient  nuls,  puisque  V,  est  l'intégrale  de  l'équation  différentielle  (G), 
la  même  chose  a  encore  lieu,  et  l'intégrale  générale  de 

f/j;'  X       cix  ' 

lorsque  [x  est  impair,  sera 

V  =  sinj?[X-,  o[x)  -1-  k^  >|'(-ï')]  +  cosj:'[X-,  '^{x)  —  ^2ç;(.r)], 
où  ç)  et  'l  sont  déterminés  par  la  relation 

0[x,iJ.)  =  o[x)i,mx  4-  iJ;(jr)cosjr, 

et  sont  faciles  à  déterminer  par  les  formides  (10),  (i  i)  et  (3). 

Lorsque  a  est  pair,  nous  n'avons  qu' une  intégrale  particulière  A:  5 (j«;',|ji) 
et  la  fonction  est  sous  forme  de  série. 
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S//r  de  nouvelles  classes  de  courbes  algébriques  gauches  dont 
les  arcs  représeuteut  exactement  la  fonction  elliptique  de 
première  espèce  a  module  quelconque  ; 

Par  m.  h.  MOLINS 


1 .  Dans  un  précédent  Mémoire  inséré  au  Journal  de  Mathématiques 
(2*^  série,  t.  XIX,  p.  436-44o),  nous  avons  été  amené  à  indiquer  deux 
classes  de  courbes  algébriques  gauches  dont  les  arcs  possèdent  cette 
propriété  que,  pour  l'une  de  ses  deux  classes,  ils  s'expriment  exac- 
tement par  des  arcs  de  cercle,  et  que  pour  l'autre  ils  représentent  une 
fonction  elliptique  quelconque  de  deuxième  espèce.  Nous  nous  pro- 
posons maintenant  de  signaler  de  nouvelles  classes  de  courbes  algé- 
briques gauches  dont  les  arcs  s'expriment  par  la  fonction  elliptique  de 
première  espèce  à  module  quelconque.  On  connaît  les  courbes  gauches 
découvertes  par  M.  William  Roberts,  dont  les  arcs  représentent  les  trois 
sortes  de  fonctions  elliptiques  [*],  et  celles  indiquées  par  M.  Hermite 
pour  représenter  la  fonction  de  première  espèce  [**].  Les  courbes  dont 
nous  nous  occupons  offrent  cette  particularité  que,  tout  en  repré- 
sentant par  leurs  arcs  une  fonction  elliptique  quelconque  de  première 
espèce,  elles  conduisent  à  de  nouvelles  classes  de  courbes  algébriques 
gauches  dont  les  arcs  s'expriment  par  des  arcs  de  cercle  ou  par  ime 
fonction  elliptique  quelconque  de  deuxièn)e  espèce. 

2.  Considérons  deux  courbes  rapportées  à  trois  axes  rectangulaires, 
et  désignons-les   par  il  et  2';  admettons  que  chacune   d'elles  soit  la 

[*]  Journal  de  Mathématiques,  \"  série,  t.  IX,  p.  i55. 
[**]  Cours  d' Analyse,  V  Partie,  p.  4i9' 

24.. 
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tiansfoniK-e  de  l'aiill-e  par  rayons  vecteurs  réciproques,  en  prenant 
|)Our  pôle  lie  tran.'-l'ormation  l'origine  O  des  coordonnées.  Soient  .r, 
r,  z  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  INI  de  la  courbe  1,  et  a:', 
)•',  z'  celles  du  point  correspondant  INI' de  la  courbe  2';  les  deux  rayons 
vecteurs  OM,  OM'  sont  liés  par  la  relation  OM  X  OM'=  ).%  ).-  étant 
le  paramètre  de  transformation,  que  nous  supposerons  positif.  On  a, 
en  outre,  les  relations 

(1)  X  —  - •>       r  =  —, -, :,'      Z'=  -— ; ■• 

\    ^  x' ->^  y' -^  z'         "^  .?;'-H'j'-r- z'  J'4-J   -4-z' 

Supposons  que  la  courbe  2i  soit  la  courbe  algébrique  représentée  par 
les  équations 

/  X  =  acos{p  -h  i)Ç  -I-  hcos[p  —  i)?, 

(2)  \  J'  =  '^  sin  {p  -i-  t)^  -^  ^sin  {p  —  t  ;^, 
z  =^  csin  '{[, 

dans  lesquelles  Ç  est  une  indéterminée  et  p  un  nombre  conimensiirable 
quelconque.  Ce  nombre /j  peut  d'ailleurs  être  supposé  positif;  car,  s'il 
était  négatif,  on  n'aurait  qu'à  changer  le  sens  dans  lequel  on  compte 
les  j' positifs,  pour  retomber  sur  les  équations  (2)  où  p  est  positif, 
sauf  le  changement  de  a  en  b,  et  réciproquement.  De  ces  équations  on 
déduit 

x"^  -+-  y-  -t-  z-  —  a-  +  h"^  -v-  2 ab  cos  2  Ç  -f-  c^sin'Ç 
—  (rt  -+-  by  —  [f\nb  —  c-)sin-^, 
ou  bien 

(3)  x=  4- j=  +  z=  =  [a  +  bf  [i  -  i^^sin=ç]. 

En  vertu  des  relations  (1),  les  équations  de  la  courbe  T  seront 

y         acos(/J -I- î)  Ç -+- tcos(/;  —  l'iÇ 

V  ~     (<? +  6)»— (4rt6  — c'Jsin'Ç   ' 
y         rtsin  (y7  +  ili;  ■-)- />sin(/;  —  ijÇ 
X'  [a  +  by — [4''^— '•■']*'"'? 

z'  rsinÇ 

A'         ^a -I- ^J'—  (4"^  —  c'jsin'Ç 
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Cette  courbe  1'  sera  d'ailleurs  algébrique,  de  même  que  la  courbe  ^, 
lorsque  p  sera  commensurable. 

5.  Soient  ds  l'élément  de  l'arc  de  la  courbe  2,  ds'  l'élément  de  l'arc 
de  la  courbe  2';  ces  deux  quantités  sont  liées  par  la  relation 

(4)  rZï'  ^'* 


Les  équations  (a)  donnent  par  la  différentiation 

djc  =  —  [a{p  -h  i)  siu{p  H-  i)Ç  -I-  /;(p  —  i)  sin(/3  —  \)'^]d'Ç, 
dj  =  [a[p  ^  ï)  cos{p  -+-  i)'^  -h  b{p  —  \)cos{p  —  i  jÇ]r/^, 
dz  r=L       c  cos  Çf/Ç, 

par  suite 

ds-  =\a^{p  +  i)^  -^-  b^{p  —  i)'  -h  2ab{p-  —  i)cos2^  +  c-cos^  Cl^^i'^ 
—  \[p{a  -h  b)  -h  a  —  b]-  -h  c-  ~  [l\ab{p-  —  i]  -^-  c-]siu=Çj  dZ', 

(5)    ds=.dmp{-^b)^<^-b\^^^-'  \/^-  ii;~ti'{Z-tYL^-  ^'"^^- 

Substituant  dans  la  formule   (4)  les  valeurs  de  ds  et  x- -h  y- -h  z'\ 
données  par  les  équations  (3)  et  (5),  on  obtient 


^..V' 


4„j(..._,)-f-.=         sia^Ç 


,  ,  _  V^[;j{fi  -h  lA  -ha  —  by-hc''   \  \  pia  -h  h\  -h  ei  ~  l>  Y  +  '•''  j„ 

,  Il  -h  0  )'  Ixnh  —  c'    .  "  ' 

[a  +  hf 

Établissons  maintenant  entre  les  constantes  (7,  b,  c  et  p  la  condition 

^^  [p{a-i- b]+a  —  by  +  c'  ^    [a  -{- b]''"' 

la  formule  précédente  deviendra 


,  i_V\/[p   n  -h  b] -h  a  — by-hc'         d^ 


s/-'^ 


b—c'. 
■  sin' 


IC)0 

d'où 


II.     IMOLINS. 


,  _  Vy,/[p(a-\-b)  -+  a-by-hc'     /»? ^Ç  -     ^ 

l'arc  s'  étant  supposé  compté  à  partir  du  point  pour  lequel  Ç  —  o. 

Admettons  que  la  valeur  de  c  tirée  de  la  relation  (6)  soit  réelle  et 
que  le  rapport  ^  |^,  soit  positif  et  moindre  que  l'unité  :  on  voit  par 
la  formule (7)  que  l'arc  s'  s'exprimera  par  une  fonction  elliptique  de 

y     1      \!\"b  —  C=       ^        .  .         ,  , 

première  espèce  ayant  pour  module  —^ —  •  Or  je  vais  démontrer 

qu'on  peut  toujours  disposer  des  trois  constantes  a,  b  et  p,  dont  la 
dernière  restera  commensurable,  pour  que  les  deux  conditions  dont  il 

s'agit  soient  remplies;  je  ferai  voir  en  outre  que  le  module  ^^ , — 

peut  être  supposé  quelconque,  d'où  il  résultera  que  toutes  les  fonctions 
elliptiques  de  première  espèce  se  trouveront  représentées  par  des  arcs 
dp  courbes  algébriques. 

i.  La  relation  (6),  après  quelques  réductions  faciles,  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

c' -\-c-\[p'a  +  b]  +  a  —  è]=+  («  —  b)-\  —  Sah[p[a-  —  b^)  -h  a'^-h  b'-\  —  o, 
ou  bien 

Le  nombre  p  étant  supposé  positif,  si  l'on  choisit  a  et  /;  de  manière 
que  -soit  une  fraction  positive,  le  terme  —  8-/;m ,  j  +14-  - 

sera  négatif,  et  par  conséquent  les  deux  valeurs  de-  déduites  de  l'é- 
quation précédente  seront  réelles;  l'une  d'elles  sera  positive  et  l'autre 
négative.  En  outre,  comme  le  coefficient  de-,  est  positif,  la  valeur  po- 
sitive de  —  sera  numériquement  la  plus  petite.  On  trouve  pour  cette 


(8) 


I 
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valeur  positive 

Or  la  relation  (6),  mise  sons  la  forme 

4  «6  —  c-  ^abp'' 


(9) 


b]-         {p[a  +  b]  +  a  —  6p- 


montre  d'abord  que,  si  l'on  met  pour  C"  la  valeur  positive  déterminée 

par  la  formule  (8),  le  rapport  j T\^^^^  positif,  comme  étant  égal  à 

un  autre  rapport  nécessairement  positif.  En  second  lieii,  il  est  moindre 
que  l'unité,  c'est-à-dire  qu'on  a  (ru-  b)-  '^  ^ab  —  c-,  inégalité  évidente 

puisqu'elle  revient  k  [a  —  b)' -h  c->  o.  Ainsi  le  rapport  -y j—  est 

rendu  positif  et  moindre  que  l'unité  par  la  valeur  positive  de  c^,  en 
sorte  que  cette  valeur  de  c^  est  admissible;  donc  toute  valeur  positive 
et  moindre  que  l'unité  de  -?  jointe  à  la  valeur  positive  de  —  qui  y 
correspond,  donne  lieu  à  un  arc  s'  de  courbe  algébrique  2',  lequel 
s'exprime  par  une  fonction  elliptique  de  première  espèce. 

b  f' 

Si  l'on  faisait  -  =  i ,  la  valeur  positive  de  —  serait 
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par  suite  le  rapport  -^ — ry  deviendrait 

et  l'on  vérifie  immédiatement  que  c'est  une  fraction  positive,  quel  que 
soit  p. 

5.  Il  reste  à  démontrer  que,  par  une  valeur  convenable  attribuée 
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au   nombre  commensurable  p,  ou   peut    rendre  le  rapport  ~ r-^ 

égal  aune  fraction  positive  quelconque.  Posons  donc 

k  étant  une  fraction  donnée  :  c'est  la  condition  à  laquelle  il  s'agit   de 
satisfaire.  On  devra  avoir  aussi,  en  vertu  de  la  relation  (9), 


^abp- 


=  /t-. 


^      ''  [p[n  + b)  + a  —  bY+[a -^  bY-\- c'' 

Les  équations  (10)  et  (i  i)  donnent 

c-  —  l\ab  —  A-(a  -+-  bf, 

c"-=  i^  -  [p{a  +  b)+  a-  h]'  -  (a  +  bf  ; 
par  suite 

4fi^  —  k-{a  +  b)-  —  ^^ [p{n  -h  b)  -h  a  —  b]-  -  [a  ■+-  b)\ 

ou  bien 

l^ab(l-Ç^  +  [i-  k^){a  +  by-+  [p{a  +  b)  +  a-bY  =  o. 

Posant  -  =  t,  on  obtient 

a 

4<  (1  -Ç\  +  (i  —  k-){]  -h  t]-+  [p[\  -i-  t]  -h  i  —  t\-  =  o, 
ou  enfin 
(12)  [{p—  i!--hl—P]t-—2tp-—k-)  ij^  —  ,\t-i-\  -k''^{p-+-i\-=o. 

Pour  que  les  racines  de  cette  dernière  équation  soient  réelles,  il  faut 
qu'on  ait 
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ce  qui  revient,  toutes  rédiiclioiis  faites,  à  la  condition 

^^(i-  fc'    (jr  ~2t-)>o. 

On  devra  donc  attribuer  à  ^une  valeur  commensurable  telle  qu'on  ait 
p-  —  2ii->  o,  ou  p  >  Ay  2.  Les  deux  racines  seront  en  outre  positives, 
puisque,  p  étant  plus  grand  que  k,  le  coefficient  de  t  dans  l'équa- 
tion (12),  à  savoir  —  2(p-  —  P)  i~  —  i),  *st  négatif,  tandis  que  le 
coefficient  de  t^  et  le  dernier  terme  sont  positifs.  On  va  démontrer 
maintenant  que  la  plus  petite  des  deux  racines  peut  être  supposée 
moindre  que  l'unité. 

Faisons  successivement  /  ^  o  et  <  —  i  dans  le  premier  membre  de 
l'équation  (12)  :  1°  pour  /  =  o,  ce  premier  membre  devient 

I    -F  4-    {p    -4-1;% 

quantité  positive  ;  2°  pour  i  =  i ,  il  devient 

{p  -i)=-hi-  k'-  2.{p- -  k')  (^l  -  i^  H_,_X-2+  [p-^i)-, 
ou,  en  réduisant, 

et,  si  l'on  exprime  que  ce  dernier  résultat  est  négatif,  on  a 


_A=_^^(l_,)<o, 


Donc,  si  l'on  prend  pour  p  un  nombre  commensurable  supérieur  à 

Al/ T^»  l'équation  (12)  aura  une  racine  comprise  entre  zéro  et  i; 

l'autre  racine,   qui  est  aussi   positive,    sera   plus  grande  que  l'unité. 
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D'ailleurs  la  condition  (i3)  entraîne  celle  déjà  trouvée  p  >  k\/2,  qui 
exprime  que  les  racines  sont  réelles,  puisqu'on  a  i/  _7,-j  >  V^.  C'est 
la  racine  comprise  entre  zéro  et  i  qui  sera  la  valeur  choisie  pour-- 

Le  cas  où  k'-  =  -  mérite  d'être  remarqué.  On  obtient  alors  des 
courbes  algébriques  gauches  dont  l'arc  s'exprime  par  la  même  fonc- 
tion elliptique  de  première  espèce  que  l'arc  de  la  leuuiiscate.  La  condi- 
tion (i3)  devient /?>  i/->  et  l'on  peut  faire,  par  exemple,  p  =  -  ou 

p  =  2. 

6.   La  valeur  de-  moindre  que  l'unité  ayant  été   trouvée  dans   le 

cas  où  l'on  se  donne  A,  il  y  aura  deux  valeurs  de  ~  qui  y  correspon- 
dront, l'une  positive,  l'autre  négative,  et  elles  seront  déterminées  par 
l'équation  (G).  Mais,  de  ces  deux  valeurs  il  n'y  en  aura  évidemment 

qu'une  seule  qui  puisse  rendre  le  rapport  '^    _^  /.y,  <^g^'   ^   ^''  'i  i^    ^^''' 
faire  voir  que  c'est  la  valeur  positive  qui  possède  cette  propriété. 
J)'abord  l'équation  (12)  détermine  -en  fonction  de  A;  puis,  à  l'aide 

de  la  valeur  de  -■•  on  détermine  —  par  l'équation 

a  rr  '  T 

4  ah  —  f'  ^ab  I />'  —  1 1  -|-  (?' 


[a  -i-  bf         [p  [a  -i-  b  j  -h  a  —  b\'  -t-  c' 
laquelle  se  déduit  des  deux  conditions  (lo),  (ii),  et  revient  à 

^ab  —  r'  ^abp'' 

[a  -\-  b'f         [p{a  ^-  ù  i  -h  a —  b \'  -^    a  -h  b  )' -+- C 

Or,  si  l'on  prend  pour  —  la  valeur  positive  donnée  par  la  formule  (8), 

je  dis  qu'il  résulte  des  équations  précédentes  que  la  valeur  des  deux 
rapports  égaux 

,/^flb  —  c'  ^abp' 

(a  -h  b  f         [p[a  -\-  b  j  +  n  —  b]'  ■+-  [a  -h  b)'  -^-  c' 

est  égale  à  ^•-. 
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„  rr  Lab  —  c' 

Posons,  en  eiret,  7 y--  =  a;  on  aura  aussi 


[p[a  +  b  .  +  a  —  bY  +  [a  4-  bj'  +  c' 


puisque  ces  deux  rapports  sont  rendus  égaux  par  la  valeur  de  — -,  on  en 
déduit 

(«  +  bf  =  ^.3!LIz£,      [p[a  +  b)  +  a-bY  +  [a  -^  bY=^-^^  -  c\ 
fi  f/ 

Substituant  ces  expressions  de 

(a-hbj-     et      [p{a -h  b) -h  a  —  b]- -h- [a  ~\- b)- 


dans  l'équation  suivante  : 


liub  -  k\a  -hby- 


^abp'' 


[p{a  -{-  b)  +  a  -  b]^  —  (a  -h  bf , 


obtenue  au  n°  5  et  qui  est  l'équivalente  de  l'équation  (12),  il  vient 


kab (4aè  —  C-)  =  ^-jf-  -H 


^abp'' 

y- 


ce  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 


Mais  on  a 


/'>V7-T^'   ^°"   ;^>r^T'  T^ 

les  trois  quantités 


-  i>o; 


b         »'  ^       f^' 

-•, I     et     — 

a        k'  a- 


étant  positives,  l'expression 


^  a  \k' 


î5.. 
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l'est  aussi,  et  dés  lors  l'équation  précédente  ne  peut  avoir  lieu  qu'au- 
tant que  l'on  a  [j.  —  A:'  :=  o  ou  |u,  =::^  P,  c'est-à-dire  que  la  valeur  posi- 
tive  de  —  rend  le  rapport  f- 7— eeal  a  «*. 

7.   De  ce  résultat  il  faut  conclure  qu'on  peut  se  servir,  pour  déter- 
miner la  valeur  positive  de— î  de  la  relation 


.^\fih  —  r' 

(»  +  *)■ 

qui  donne 

(>4) 

7.  =  "7-''' 

Ouant    à   la   valeur  de  -  qu'on   doit  substituer  dans  cette  formule, 
c'est  la  plus  petite  racine  de  l'équation  (12),  laquelle  est  positive  et 

moindre  que  1  uuile,  pourvu  qu  on  prenne  p    >  k  1/ -•■,  on  trouve 

pour  celte  racine 


(i5) 
d'où 


''"'  (J^  ')  -  77  v/^'-^';'>'-^ '*■■•■ 


->;>!'  —  /,'  -  V^(i  —  /'?  [/''  -  2/.-'' 


Portant  ces  valeurs  de  -  et  i  H —  dans  la  formule  (i4),   ou  obtient, 

Il  a  \      ■  / 1 

toutes  rédticlions  faites, 


a'        ^»[(/;—  i)'H-i  — /!-7 

XJ/i/^'lA'-  i)-i-/[4(i  -k-)-k'\  +  '>.k^{-?.-l{-'\p 


—  A- (2  -  A-)-  -^  ip{p  —  \)[i  -  k^)y^{\  —k'')[p-  ~  2k-']\. 

H.   i)'ii[)rès  ce  qui  précè:le,  lorsqu'on  se  donne  la  valeur  île  A,  sup- 
posée moindre  que  l'unité,  on  peut  prendre  arbitrairement  le  nonhic 

lonnnensurablc  p,  pourvu  qu'il  satisfasse  à  la  condition /^  ;     k\J  '  _  './ 
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Réciproquement,  si  l'on  se  donne  p,  la  même  condition  devra  être 
satisfaite  par  une  valeur  de  A-  moindre  que  l'unité;  mais  elle  peut  alors 
se  mettre  sous  une  forme  plus  commode.  On  en  déduit,  en  effet, 

r  (i  -^)'. 
il'où 

et  enfin 

k 

La  quantité  ^  [p"^  -+-2  —  \Jp^  -+-  4)  est  d'ailleurs  positive  et  moindre 
que  l'unité,  quel  que  soit  ^.  Ainsi,  en  se  donnant  p,  on  pourra  attri- 
buer à  k  une  valeur  quelconque  inférieure  à  la  racine  carrée  de  cette 

■5 j^ 

quantité.  Si  l'on  fait,  par  exemple,  p  =  i ,  on  devra  avoir  k-  <^  • 

b  r 

9.  Les  valeurs  des  rapports  -  et  -  étant  supposées  connues,  les 
courbes  3',  dont  les  arcs  s'expriment  par  la  fonction  elliptique  de  pre- 
mière espèce,  se  trouveront  déterminées.  La  constante  a  restera  aibi- 
traire,  et  les  constantes  è  et  c  se  déduiront  des  rapports  dont  il  s'agit. 
Qu;ini  au  nombre  commensurable/;,  il  sera  susceptible  de  recevoir  un 
nombre  infini  de  valeurs,  et  chaque  valeur  de /j  donnera  lieu  à  une  classe 
de  courbes  qui  répondront  à  toutes  les  valeurs  moindres  que  l'unité 
attribuées  au  rapport  -;  d  ailleurs,  -ei  p  étant  connus,  -n  aura  qu  une 
seule  valeur  correspondante,  qu'on  obtiendra  à  l'aide  de  la  formule  (8j. 

Nous  remarquerons  encore  que,  pour  un  même  système  de  valeurs 

/>     r 

de  -)  -  et  p,  on  aura  un  nombre  infini  de  courbes  homothétiques,  ré- 
or   a      '  n       ' 

pondant  à  toutes  les  valeurs  particulières  du  paramètre  a  et  ayant 
pour  centre  commun  d'homothétie  le  point  O.  Cela  résulte  visiblement 
des  expressions  de  x',  j',  z',  en  fonction  de  'Ç,  lesquelles  sont  homo- 
gènes par  rapport  à  a,  h,  c. 

iO.  Considérons  maintenant  une  quelconque  des  courbes  1'.  Ou 
peut  vouloir  subslitiur  aux  expressions  de  a',  _;',  z'  en  fonction  de 
l'indéterminée  Ç  deux  équations  entre  ces  trois  coordonnées;  ce  se- 
ront les  équations  de  la  courbe  2'.  Formons  d'abord  les  équations  de 
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la  courbe  1,  dont  2'  est  la  transforaK-e,  et  qui  est  représentée  par  les 
équations  (a).  Nous  nous  bornerons  à  examiner  le  cas  oùp  est  un  en- 
tier positif. 

Les  deux  premières  équations  (a)  donnent 

d=-+  j-  —  [n  -h  by  —  ^absin^'Ç; 

par  suite,  er    lyant  pga-d  à  la  troisième,  qui  donne  sinÇ  =  -■> 

(  i6j  X-  -h  j-  -t-  -!— —  z-  =  {a  +  hy  ; 


c'est  Tune  des  équations  de  la  courbe  1,  et  l'on   voit  qu'elle  représente 
un  ellipsoïde  de  révolution  ou  un  hyperboloîde  de  révolution  à  une 
nappe,  selon  que  a  et  6  sont  de  même  signe  ou  de  signes  contraires. 
Pour  obtenir  une  autre  équation  de  la  même  courbe,  posons 

u^  =  X-  -'r  J-. 
Il  vient 

II"  =^  a-  -\-  b-  -\-  1  nb  ces  a  Ç, 
d'où 


lû  —  «'• —  b'^ 


COS2  C  =    ; 5        Sin  2  Ç  =    r  V4  «"^  ^^  —  (  rt*  +   //" 

■.>,  au  1  au  ^ 


a  +  6cos2Ç= ,      tang(:=i/^-T — ^ 7-/ 

On  a  en  outre  les  formules  suivantes: 

sin  (»-»-  I  )  î;  ,  .  5,        ip-\-\)p(p —  1).         -^ 

— ii '—  =  I  —  '-^ ^  taiie-C  +  — -^-^ r-^- ■  fang* 

COSf  *'  Ç  l  .J.  ^     -  I  .  .!  .  3  .  4  ^ 

qui  deviennent,  en  remplaçant  tangÇ  par  sa  valeur  en  u, 

(p  +  l)p(p-  l)     («H-   i)=-H» 


+ 1 


sin(yj+  i)i; /(a  -t-  ^;'—  «  'f 

ros''*'?      ~  V  «'  —  (  a  —  Jj»  L'' 

cos(^+i)Ç {p-^\]p   [a -\- by — u' 

cos''-^'  Ç  I.-2         a'  —  (a  —  6)' 

1.2.3.4 


1.2.3 


/,  +  ,);,(p_,)  [p--i)  r(a  +  é)'-«'T 
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Faisons 


'  1.2.3  «^  —  [a  — 

,     (^  +  l)/.(/.-i)(/>-o.)(;>-.^) 
i.a.3 .4. 5 

I  P  ~i-  l''  P    [fl  -h  b)'  —  H- 


4- 


1.2        u'  ^  [a  —  by 

{p-hi]p{p-i)  {p-i) 


r(„  + 6]' -,,'-]' 


1.2.3.4 

il  vient 

sin(;,+  OÇ-Acos-Çy/J^^, 
cos()w+i)Ç  =  Bcos''-*-'  Ç. 

Maintenant,  des  deux  premières  équations  (2)  on  déduit 

X  rt  sin  (  /?  +  I  )  i;  -(-  è  sin  (/)  —  1 1  î: 

x         acos(p -h  i)<i-h  bcos[p —  1)1, 

(i7  -+-  ft  cos?,!;)  sin(/j  +  i)i:  —  b  sinsÇcos'/)  -4-  i)  Ç 

[a  -t-  b  cos  1 Z ]  t;os (/?  H-  I )  Ç  -I-  ^  sin  2 Ç sin (/j  4-  i )  Ç  ' 

et  si  l'on  met  pour  sin(/>+  i)Ç,  cos{p  -h  i)Z  les  expressions  précé- 
dentes, et  pour  a-h  b  cosaÇ,  sin  2Ç  leurs  valeurs  en  fonction  de  u,  on 
obtient  l'équation  suivante  : 


^        r /[ct-hhy  —  ti-  A («2  +  ^' —  A')  —  Tî["' —  [.'? -  ^1'] 

'7''  x~   y  u'—(a  —  b')   B(«'-4-«'  — ft^)  +  A[(a 


+  6)'-«']' 


qui  est  celle  de  la  projection  de  la  courbe  i  sur  le  plan  xj^,  en  con- 
cevant que  u^  soit  remplacé  par  x^  -t-  /^. 

Les  équations  de  la  courbe  2' se  déduiront  des  équations  (16)  et  (17) 
de  la  courbe  2,  dont  elle  est  la  transformée,  en  y  remplaçant  JC,y,z 
par  les  expressions 

x''' -i- y- -i- z"''      ^         x"+y"-  +  z''''  ~~  y -f- J-" -f- z'2 

D'abord,  au  moyen  de  l'équation  (16),  on  obtient  la  suivante  : 

(18)  X'-    +    f'-    +   5_-    2'-    =^    ; _ (a^'2    _|-  y-    4-    2'2j2   . 
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puis,  si  l'on  fait 

r-  —-  x'-  -}-  f-,     R*  =  x'"^  -(-  y'"^  -f-  z'-, 

(/> -4- I )/>(/?  — 1      n -^  i/'R' —  À'r' 


A'  =  p  -+-  I 

B'  =  ,  -  i 


1.2.3        À'/— ^u  —  ùj-ii' 

^  +  I  )/7  (rt  -I-  6)R'— )i'r= 


1.2       À'/"  —  ^«  —  6)'K' 
on  trouve  que  l'équation  (17)  donne  cette  aulro 


.     y  _       /  »  +  />'-R'  — a'/-'  A'[V/-"  +  ['i'  —  fc')R']  —  B'[X'r'  —  (a  —  ft)'R'] 
('9)    V  ~  V  À'/-'—  (a  — 6)'R'  B'[A'r-'4-  («^  —  6' )  R'J -i- A' [ja  +  6)'R*  — XV] 

Ainsi  les  équations  (i8)  et  (19),  où  /-^  et  R^  doivent  être  remplacés 
par  leurs  expressions  en  x\  j' ,  z\  sont  celles  de  la  courbe  2'. 

11.  Appliquons  ce  qui  précède  au  cas  où  p=  i.  L'inégalité 

devient  P  •< —•■.  admettons  que  celte  condition  soit  remplie.  Les 

b        c  , 

valeurs  de  -  et  -■,  données  par  les  formules  qui  expriment  ces  quan- 
tités en  fonction  de  p  et  k  (n°  7),  sont 

Voyons  ce  que  devient  l'équation  (rg). 

D'abord,  en  faisant^;  =  i  dans  les  expressions  de  A'  et  B',  on  trouve 

_  T)'  _      _  (a+  byK'  —Vr'  _  2[X'r'  —  [a'-hb')R'] 

'  377'  -{a  —  byK'  ~      K'r'-[(i  —  bf&*     ' 

par  suite 

A'!)//-^  -^  {a-  -  b^)B*]  -  B'[X^=  -  (a  -  /*)^R'] 

B'[>-^-^  -i-  (rt=  -  /;^)  R']  -(-  A'[(a  +  6)=  R'  -X^-»] 

K'r'— [a  —  bj'R'  '  ■•  ^  /       j  l  v  /       j 

+  Krt  +  i)^R'  -X'H]  [X^y-  -  {a-byR']\ 

_  4fl'R'[X'r'— (a'— &')R<] 
~  >.'/   —  ^rt  — tj»R< 
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Substituant  ces  expressions  dans  l'équation  (19),  on  obtient 


v/[[a  -f-/;)'R'  —l'r']  [V r' —  [a  —  b]' K'] 
Vr-'  —  la'—  b')K' 


mais  on  peut  déduire  de  ce  résultat  une  équation  beaucoup  plus 
simple.  Pour  cela,  faisons  les  carrés  des  deux  membres  et  ajoutons-y 
l'unité;  il  vient 

r^    _[(«-+-  hY-K'  --Vr']\Vr'  -{a—  bVR']  -h  [X'"_  («=  —  b')R>]' 
7^-  ~  [V/-—  [a'—  b']R>\' 

d'où 

.7'  ~  X'/-  —  («=  — i-)R«  ' 
ou  bien,  en  mettant  pour  r-  et  R-  leurs  valeurs, 

(20)  I  ,     n  /.M/      ,■>  n 

^      '  I        =  (rt-  —  Ir)  {x'-  +y-  ■+-  z'-)-. 

Concluons-en  que  les  équations  (18)  et  (20)  représentent  une  classe 
de  courbes  algébriques  dont  les  arcs  s'expriment  par  la  fonction 
elliptique  de  première  espèce. 

Ou  peut,  au  reste,  en  procédant  directement,  arriver  bien  plus 
simplement  à  l'équation  (20).  En  vertu  de  l'hypothèse  /;  =  i,  les 
équations  (2)  donnent 

X  =  a cos 2'^  -h  b,     J  ^  (I sin 2 Ç, 

par  suite 

Vx'  ,  .^  Vr-"  „   ■       - 

a  cos  2  i^ 


x'- 

+ 

jr"+z" 

on  a  donc 

(            >^-' 

Vx'2-t- j'"-j-z'-' 

ou  bien 

x^(.r'=+r'M 

-6 


X  -+y-hz 
Vf 

■?.Vbx' 


[x'' 'i- y'' +  z'']'-         x"^.-y''  +  z 

ce  qui  fait  retomber  sur  l'équation  (20). 
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l'i.  D.ms  le  cas  général,  où  p  est  un  nombre  commensiirable 
quelconque,  on  peut  vouloir  exprimera',/',:'  en  fonction  ration- 
nelle d'une  même  indéterminée.  Admettons,  par  exemp'e,  que /;  soit 
entier,  et  posons 

tang  Ç  r^  -^ , 

V  étant  cette  indéterminée;  on  en  déduit 

4(':;i  — ■■' 


sinC  = '  cos;;  = ,1  sji  -f-  lane^î  :=  — -^^  sin2Ç 

a  H-  h  cos  2  X  = 


i-+-tang'i:  41-* -+- ^I  —  p'y' 

Les  formules  (2)  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

/   X  —  (rt  ^- ^cos2Ç)cos(/7  +  i)Ç  +  ('>sin2^sin(/;  4- i)Ç, 
(21)  '  j-  =  [a  ■+-  ^cosaÇ)  sin(/j  +  1)^  —  h  sm2^  cos(  p  ■+-  i)Ç, 
f  z  =  csin  'Ç. 

Ornons  avons  trouvé  plus  haut  (n°  iO) 

cos(/^  +  i)Ç  —  B  cob''*'^,     s\n{p  -\-  i  )Ç  =  AtangÇ  cos''*'  'Ç; 

donc  on  a 

/    ?.c    \P+'  }  —  v'  /    ac    \r+' 

cosf/;+i)Ç-.  B(-;-j^,j      ,     sin(/j  -f  i)Ç  =  A-^^^-^^,j      ; 

et  d'un  autre  côté,  les  valeurs  de  A  et  B  exprimées  en  i'  sont 

A -- n  +  r  —  f/^  +  'V(/'  — 0 / ■  —  ''' \ '■'  {/>-^i)p{p—iHp-7.][p-'Z)  / 1 - <'~-\  ' _ 
'  1.2.3         \   av  /  1.2. 3. 4.5  \   2('  /        ""' 

1.2         \2l'/  1.2.3.4  \2t>/ 

SuljsliliianI   dans  les  formules  (21)  les  expressions  desinÇ,  sin2Ç, 
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a  +  icosaÇ,  cos{p  4-  i)'Ç,  sin(p  -+-  i)Ç  en  fonction  de  v,  il  vient 


x  =  B 


i^f' 


4.' 


(22)    <  7  =  A 


I 


4"'+ ('—"'! 

c  (  I  —  c'  )  _ 


2V       \H-(''/ 


(l-t-c'l^       2('       \l-1-l'-/ 


on  a  en  outre 

ce-  -i-)--  -hz-  =  {n  -¥-  bf  —  (/jfli  —  c^)  sin= ^  =  'a  +  b)-  —  {l\ah  —  c")  | ^-3^,  )  • 

Cela  posé,  si  l'on  remplace  la  quantité  jt- +7' -1- z'   par  sa  valeur 
on  i',  les  formules  (i)  deviennent 


[a  +  b]''  - 

—  ^^^ab  —  <■-  1 

V  y 

m- 

(i  -i-  b\'  - 

—    ^tib  —  fM 

i^ï- 

[a  +  by 

-(4«6-c') 

i^r 

Mettant  en6n  à  la  place  de  x,  j,  z  les  expressions  (22),  on  trouve, 
pour  exprimer  x',j-',  z'  en  fonction  rationnelle  de  i>,  les  formules 
suivantes  : 


\  I  -H  f-  / 


;■    z= 


a  +  by — (4«i — c';  ( 


[g  ^{a  +  by+(a-b){i-v'Y  _^  ^^  4''(i-''')  iz:! 


4  {a  4-  il.''+  («  -^Ifl-"'?  I  -  «''  ,  ^  4"('-"^ 


;fl  +  è)'— (4ai— <:■')  ( — ^, 


26.. 


2o4  II-     MOLINS. 

15.  On  peut  se  servir  des  équations  (2),  où  p  sera  toujours  supposé 
coiuuiensuiable,  pour  obtenir  une  infinité  de  classes  de  courbes  algé- 
briques dont  les  arcs  s'expriment  exactement  par  des  arcs  de  cercle. 
Il  n'y  a  pour  cela  qu'à  reprendre  la  formule  (5),  qui  donne  l'élément 
d'une  quelconque  des  coiarbes  2i!  représentées  par  ces  équations,  en 
posant  [\nb[p-  —  i)  -+  c"  =  o;  d'où 


23j  c  =  i\Jab{\  —  p-). 

Il  vient  en  effet 


ds  n=  dÇyJ^ p(a  -\-  b)  -^  n  —  b\-  -r-  c^\ 

meltanl  pour  c-  sa  valeur,  on  a 

\p\à  +  b     ~  a  —  ij-  -^  c- =  \p{a  -+-  A)  -1- «  —  i]--t-  [\ab[\  —  p') 
—  \p[(i  —  b)  -\-  a  H-  />]-; 
|)ar  suite 

ds'—  \p'\(i  —  b)  -h  a  -h  b]dÇ. 

D'après  la  formule  (aS),  la  valeur  de  c  sera  réelle,  quel  que  soit  le 
signe  de  p,  si  p  est  moindre  que  l'unité,  a  et  b  étant  de  même  signe, 
ou  si  p  est  plus  grand  que  l'unité,  a  et.  b  étant  de  signes  contraires. 
J.es  valeurs  de  x,  j,  z  deviennent 

;  X  —  acosip  -4-1)^  ''--  bcos[p —  i)Ç, 
[2l^)  I  y  =  asin{p  -+-  i)Ç  -f-  bs'w{p  —  i)'Ç, 

'  z  =  2\lab[i  —  p")sinÇ. 

Ainsi,  les  courbes  algébriques  déterminées  par  cei  trois  équations 
sont  telles  que  leurs  arcs  s'expriment  exactement  par  des  arcs  de  cercle. 
On  remarquera  que  les  valeurs  de  n  et  ^  restent  arbitraires,  de  sorte 
qu'à  chaque  valem-  de  p  répondent  une  infinité  de  coiubes. 

Examinons  quelques  cas  particuliers  : 

1"  Soit  p  —  o,  ae[  b  étant  de  même  signe.  Les  formules  (aS)  et  (24) 
donnent 

c  —  i\ab,      X  =  [a -^  b)cos'Ç,,    y  —  [a  —  b)s,\\\'Ç,     z  ^  ■?.\nb  smÇ , 
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d'où 


ty/ai 


ce  qui  montre  que  chacune  des  courbes  1  est  située  dans  un  plan  pas- 
sant par  Taxe  des  x.  D'un  antre  côté,  l'équation 

JC^  -\-  y-  +  ^  S^  =  (rt  -4-  0  r 

devient  celle  d'une  sphère 

x^  -h  y-  +  z-  —  [a  +  b)-  ; 

donc,  dans  le  cas  actuel,  on  tombe  sur  des  cercles. 

2°  Faisons  y?  =  \,  a  eX  b  étant  encore  de  même  signe.  Il  vient 


3i;       ,        <;                  .    3i;       . 
X  =  fl  cos \-  b  cos  -)     ^=rtsm b. 


,  Si;      .     3?         , 

et,  en  remplaçant  cos  — >  sm  —  par  les  expressions 

cos  —  =  A  cos'  -  —  3  cos  -7      sin  -^  =  3sin  -  —  4sin^  -■, 
2  2  2  1  r>  a 

on  trouve 

X  =       4'ïcos^  -  +  [b  —  3«)cos  ^) 

'C  t 

y  =^  —  /jrtsin^  --l-(3rt  —  Z))sin-- 

Posons  b  —Za,  ce  qui  est  permis,  puisque  aeAb  sont  de  niéine  signe. 
Les  deux  dernières  formules  deviennent 

d'où  l'on  déduit,  pour  l'équation  de  la  projection  de  la  courbe  sur  le 
plan  xy. 
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Cette  projection  est  tlonc  l'Iiypocyloiile  bien  connue  se  rapporfiint  an 
cas  où  le  rayon  du  cercle  mobile  serait  égal  à  «  et  celui  du  cercle  fixe 
à  /^a. 

La  formule  (aS)  donne  c  =  3rt,  i^  =  ^,  en  sorte  que  l'ellipsoïde 
de  révolution  sur  lequel  la  courbe  est  située  a  pour  équation 

X-  -h  j'  +  fs"  =  i6a-. 

3"  ael  b  étant  supposés  de  signes  contraires,  faisons  p  =  2,  ce  qui 
donne  c-  —  —  i2ab,  —--  =  —  ô'  D'abord  la  courbe  est  située  sur  un 
hyperholoïde  de  révolution  à  une  nappe  déterminé  par  l'équation  16), 
laquelle  devient  ici 

x"^  +  r°  —  5  =  (rt  -I-  /;j-  ; 

et  si  l'on  avait  en  outre  a  -r~  b  =  o,  cet  hyperboloïde  se  changerait  on 
un  cône  du  second  degré  ayant  son  sommet  à  l'origine  des  coordonnées. 
Pour  former  l'équation  de  la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  jcy, 
on  se  servira  des  expressions  de  x  et  j-  déduites  des  (\eu\  premières 
équations  (24),  à  savoir: 

X  =  rtcos3Ç  +  Z>cosÇ,     )■  =  rtsin  3Ç  -1-  bs\i\Ç. 

On  en  conclut 

r        rtsin  3iî  -!-  ftsin  i; 
■r        nc()s3Ç  +  icosÇ 

et  en  exprimant,  comme  on  l'a  fait  au  n"  10,  le  second  membre  en 
fonction  de  ir  =  x--hj'^,  on  obtient  l'équation 


}•  _       /  ri  -ir-  6)'—  II'  A(u'+  a'—  b')  —  B[tt'—  (a  —  b]'] 
.»•  ~  V  "  —  («  —  by  B ( II''  +  «•'—  b']+  A[{a  -1-  b }'~-^^û^  ' 

Ici  riiypothèsep  r-  2  donne 
A  =  3  - 
'^  ^==  '  ~  3   ,     ,        ,  ,  —        ,     ,        ,  , 

«'  —  (a  —  0  )'  «'  —  ( fl  —  0  1' 


(a-^-b) 

'  ■ —  u' 

II'—  {(1 

-b]' 

(«  +  /. 

'—u' 

4 

h'  — 

-  n' 

— 

/.' 

-f- 

«/.» 

m' 

- 

« 

- 

6 

4 

!  «'  - 

-  « 



6 

- 

«i 
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par  suite 

A(/r  -  a"-  —  b'-)—  B[ii-  —  [a  —  b)- \ 

[il'' —  n' —  é'-4-  (74  )  ((i'-h  «' —  b-)  —  («' —  a'  —  h-  —  ah]  [«'  —  in  —  b  '] 
II' —  [a  —  b  ]- 
_  8n'[ti'—  fi{n  —  h)] 
w  —    Il  —   b  ]' 

B(n-  -h  n-~  b-)-h  A[{a  +  l>)-  -  ir] 

.  (h'  —  «'  —  /;■  —  ab\  :  II''  -'.-  ip —  l>''\  -T-  [il-  —  a- —  6-  -!-  ah]\  {a  -h-  b  r  —  «'] 
"    ^  H-'—  [a  —  by 

8(7- [«' —  n   rt  +  è)] 
II'  —  [a  —  h  Y 

On  trouve  enfin,  pour  l'équation  de  la  projection  de  la  courbe  sur 
le  plan  xy. 


y  Lei^by  —  u'   II'  —  a[n  —  b] 

X  y    u'  —  [a  —  b)-    u-  —  a  fi  -\~  b] 


bien 


/[a  H-  /)  )'  —  .r'-—  r''   •7"'  +  )■' —  Il    ft  —  b) 
V  -f'+  )-  —  [a  ~  by   .i-''-^~j'—  an  +  b) 


14.  A  l'aide  des  équations  (2)  on  peut  encore  déterminer  une  infi- 
nité de  classes  de  courbes  algébriques  dont  les  arcs  offrent  la  repré- 
sentation exacte  de  la  fonction  elliptique  de  deuxième  espèce  à  module 
quelconque. 

Considérons  une  quelconque  des  courbes  déterminées  par  ces  équa- 
tions. En  vertu  de  la  formule  (5),  l'arc  indéfini  s  a  pour  expression 


s  =  sj[p[a  -i-b)-i-a-  bY-  +  c^jclÇ  y/i  -  ^^^^"^^l'^^^'j^y'^.—.  sin^g, 

et  l'on  voit  qu'il   s'exprimera  par   la  fonction  elliptique  de  deuxième 
espèce,  si  le  rapport 

4ah[fj'—  i)  -4-  c'    

[p[a  -h  b)  -^-  a  —  b]'-^  c' 

est  une  quantité  positive  moindre  que  l'unité.  D'abord  cela   a  lieu, 
quel  que  soit  c,  si  l'on  a  y?  >  i,  fl  et  è  étant  de  même  signe,  ou  si 
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/;  <  I ,  rt  et  />  étant  de  signes  contraires  :  car  le  nnmérateur  est  positif, 
et  lie  plus  il  est  moindre  que  le  dénoiiiinaleiir,  en  vertu  (le  l'identité 

(25)   Ipia  -h  h)  -ha  —  h]-  -  ^n/>{p-  ~  i)  =  [p[a  —  b)  -h  a -^-  b]-. 

Supposons,  en  second  lien,  pZ>  \,  a  el  b  étant  de  signes  contraires, 
ou  bien  /j  <  i,  rï  et  h  étant  de  même  signe,  ce  qui  revient  à  la  condi- 
tion ab(p^  —  i)  ■<  o.  Faisons 

(.6)  ,     4>>y-.i+.^  ,^ 

^       '  [j.<[a -+- 0} -h  ti  —  o\' -i- c' 

k  étant  une  quantité  moindre  que  l'unité,  qu'on  se  donne  à  volonté. 
On  en  déduit 

c-  =  ^-y,  \p{a  -h  b)  +  a  -  b]-  -  ^t-^^— » 
et  l'on  reconnaît  que  c^  est  positif,  ou  c  réel,  puisque  le  terme 


e.st  positif.  En  outre,  le  numérateur  [\ab{p'-  —  i)  4-  c"  est  rendu  positif 
par  cette  valeur  de  c*,  le  premier  membre  de  l'équation  (26)  étant  une 
quantité  positive  égale  à  k-  ;  et  d'ailleurs  on  le  vérifie  aisément,  car 
on  a 

l\ab[p-  —  \)-^c-  =  [\ah[p-  —  i)h -_- -  [p[a-hb)-hn—b]- —        _  ,,  ' 

Ainsi,  dans  l'hypothèse  ab{p- — i)<^o,  on  peut  attribuer  à  c  une 
valeur  réelle  qui  rende  le  multiplicateur  de  —  sin'-Ç,  dans  l'expression 
de  l'arc  s,  égal  à  une  fraction  positive  quelconcpie  k- .  Cela  revient  à 
dire  qu'on  peut  représenter  une  fonction  ellipticpie  de  deuxième  espèce, 
quel  qu'en  soit  le  module,  par  les  arcs  d'une  infinité  de  combes  algé- 
briques. A  chaque  valeur  de  p  répondra  une  classe  de  ces  courbes, 
puisque  les  valeurs  de  rtet  b  restent  arbitraires,  sauf  leurs  signes  res- 
(lectifs. 
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Réciproquement,  dans  la  même  iiypothèse  flZ»(p-  —  i)  <<  o,  si  l'on  se 
donne  une  valeur  quelconque  pour  c,  mais  telle  que  [\abîp' —  i)  +  C' 
soit  positif,  ou  qu'on  ait  c  >•  2\/ab[i  —  /->^j,  l'arc  s  représentera  une 
fonction  elliptique  de  deuxième  espèce  ;  car,  d'après  la  formule  (aS), 
le  multiplicateur  de  —  sin-Ç  sera  évidemment  une  fraction  positive. 

Donc,  si  l'on  satisfait  aux  deux  conditions 


ab {p^  —  1  )  <;  o,     c  >  2 \'a/! ( I  —  p-), 

l'arc  .y  s'exprimera  toujours  par  une  fonction  elliptique  de  deuxième 
espèce  ;  et  de  plus,  étant  donnée  une  fonction  elliptique  de  deuxième 
espèce  à  module  quelconque,  il  existera  une  infinité  de  classes  de 
courbes  algébriques  dont  les  arcs  en  offriront  la  représentation  géo- 
métrique. 

Appliquons  ce  qui  précède  à  quehiues  cas  particuliers.  Soit  d'abord 
/;  —  o  ;  les  équations  (2)  deviennent 

jc  —  [a  -\-  h)cos'Ç,     )■  =  {a  —  ^')sinÇ,     :;  =  csinÇ, 

et  l'on  en  déduit 

X-  + )- +--^  z- =  [a  ^  h)-,     -_■  ~ — —  • 


Par  où  l'on  voit  que  la  courbe  que  nous  considérons  est  donnée  par 
l'intersection  d'un  ellipsoïde  ou  d'un  hyperboloïde  de  révolution  et 
d'un  plan  passant  par  l'axe  des  x,  c'est-à-dire  que  cette  courbe  e.st  une 
ellipse,  puisque  l'arc  s  s'exprime  par  un  arc  elliptique.  Le  carré  du 
module  delà  fonction  elliptique  de  deuxième  espèce  représentée  par 
l'arc  5  est  ici  ^-~,  7— ,'  ce  qui  exige  6-->  ^nb',  moyennant  cette  con- 

[a  —  Oj-  -h  c-  '  " 

dition,  on  est  sûr  que  le  rapport  dont  il  s'agit  est  positif  et  moindre  que 
l'unité,  quelles  que  soient  les  valevirs  de  a,  b  etc.  Si  l'on  se  donniit 
réciproquement  un  module  k,  il  faudrait  satisfaire  à  l'équation 

r'  —  f\iib  ,  , 

7.  '■==  l^'  ' 


(a-b)' 
d'où 

ma—bV  ^(ib 

C-  —  - 


-  /r  l  —  /' 

Jour,;,  de  Math.  (3«  série\  tome  IV.  —  JtiN  1878. 
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Admet loiis  qu'on  prenne  a  et  b  de  uième  signe  :  celte  valeur  de  c^  sera 
admissible,  en  même  temps  que  celle  de  C"  —  4«^.  en  vertu  de  l'ex- 
pression de  k'. 

Faisons,  en  second  lieu,  p  —  i.  Les  constantes  a,  h,  c  étant  laissées 
arbitraires,  il  y  aina  une  classe  de  courbes  répondant  à  cette  hypothèse 
et  dont  une  quelconque  sera  déterminée  par  les  équations 

(27)  jt- =  acos2^ -1- A,      )=rtsin2Ç,     2  =  c-sin^, 


\ah 


/;/-,      (.r  —  }yf- 


Cette  courbe  est  donc  l'intersection  d'un  ellipsoïde  ou  d'un  hyperbo- 
loide  de  révolution  et  d'un  cylindre  de  révolution.  Les  axes  de  ces 
deux  surfaces  sont  parallèles,  et  l'on  remarquera  en  outre  que  le 
cercle  servant  de  base  au  cylindre  est  tangent  à  celui  ([ui  est  la  trace 
de  l'ellipsoïde  ou  de  l'hyperboioïde  sur  le  plan  xy.,  ce  qui  résidte 
visiblement  de  ce  que  ces  deux   cercles  ont  pour  équations 

[x  —  h  f  4-  _)■'■'  —  a- ,      x-■^-  y^  ^  (a  -f-  h)- . 

Le  carré  du  module  delà  fonction  elliptique  de  deuxième  espèce  repré- 
sentée par  l'arc  de  la  courbe  est  ici  égal  à  — 7—'  et  ce  module  peut 

être  supposé  quelconque;  car,  si  l'on  fait  7-, .=  A-,  A  étant  une  frac- 
tion donnée,  on  en  déduit  pourc  une  valeur  réelle 

Il  est  d'ailleurs  ficile  de  reconnaître  que  la  courbe  représentée  par 
les  équations  (27)  est  une  courbe  gauche,  en  admettant  toutefois 
qu'aucun  des  deux  paramètres  a  et  c  ne  soit  nul.  Supposons,  en 
effet,  qu'elle  soit  plane  et  que  son  plan  ait  pour  équation 

\x  -+-  B>  +  Cz  -f-  D  —  o; 

il  faudrait  qu'en  substituant  les  valeurs  de  x,  j,  r.  en  fonction  de.', 
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cette  équation  fût  identiquement  satisfaite.  Or  cette  substitution  donne 

A(rt  COS2Ç  +  b]  +  BdsinaÇ  -r-  CcsinÇ  +  D  =  o  ; 
et,  en  faisant  successivement  Ç  :=  o,  ' ■<  -■,  '^n,  on  trouve 


A  (a 

+ 

b) 

+ 

D 

= 

o, 

A^ 

+  Brt 

-t- 

Ce 

Ce 

-f- 

D 

= 

o, 

A( 

'J-' 

-a) 

-T- 

-1- 

D 

= 

o, 

A 

[h 

-  «) 

- 

Ce 

-t- 

D 

= 

o. 

Mais  des  deux  dernières  relations  on  tire  2Cc  =  o,  d'où  C  =  o.  Puis 
la  première  et  la  troisième  donnent  Ab  -\-T>  =  o,  et  au  moyen  de 
la  deuxième  on  obtient  B  =  o;  d'un  autre  côté,  la  troisième  devient 
—  Art  =  o,  d'où  A  =  o,  et  l'on  a  dès  lors  D  =  o.  Donc  le  plan  dont  il 
s'agit  n'existe  pas,  c'est-à-dire  que  la  courbe  n'est  point  plane. 

15.  Un  dernier  cas  à  signaler  est  celui  où  les  courbes  1  seraient  des 
courbes  sphériques,  en  prenant  pour  centre  de  sphère  le  point  O.  Si 
l'on  exprime  que  la  quantité  jc" -h  j''  +  z-  est  constante,  on  obtient, 
en  vertu  de  la  formule  (3),  la  condition 

4fl/>  —  e'  =  o, 

en  sorte  que  a  e\  b  doivent  être  de  même  signe.  On  a  donc  c  =  i\fab, 
et  le  rayon  de  la  splière  sur  laquelle  les  courbes  2  sont  situées  est 

\x''  -hj--^z-=^a-hb. 
La  formule  (5)  devient 


4  nùp^ 


ds  =  dZ\  \  p(a -^ b  +  a  —  h\'-hl\nb  t/i  —  p --^ — ^—7.^ ^— -sin^S;, 

ce  qui  montre  que  l'arc  s  s'exprime  par  une  fonction  elliptique  de 
deuxième  espèce.  Je  dis,  en  outre,  que  cet  arc  peut  représenter  une 
fonction  quelconque  de  deuxième  e.spèce  ayant  pour  modide  k. 

27. 
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Il  Faut  poser  la  relation 

4  oh/,^ 


\^p[a  -T-  b)  +  a  —  bY -^  ^  nb 
qui  délermincr;!  -•  On  la  meltra  sous  la  forme 


/r 


h'- 


et  l'on  trouvera 


a  J'  —  'r 

P.if  OÙ  l'on  voit  que,  pour  que  les  deux  valeurs  de  -soient  réelles,  il 

faut  qu'on  ail  y '  !>  o,  c'est-à-dire  que  le  nombre  commensurable  p 

doit  être  plus  grand  que  k. 

Dans  le  cas  où /j  =  i,  l'équation  qui  détermine  -  s'abaisse  au   pre- 
mier degré  et  donne-  =  - — ^— -  ;  la  courbe   1  est  l'intersection  dune 

o  ri  I  —  A' 

sjdière  et  d'un  cylindre  représentés  par  les  équations 

.X-  -hj-  H-  z-  =  \a  -f-  é)-,     [x  —  b)-  -i-y^  =  n', 

où  /;  doit  èlrc  remplacé  par  '  •  Si  l'on  fait  /-  =  i.  on  aura  h  =(i, 
et  le  rayon  de  la  base  du  cylindre  sera  la  moitié  du  rayon  de  la  spbère. 
On  reconnaît  p.ar  là  que  la  combe  2  est  la  même  que  la  courbe  sphé- 
riquc  par  laquelle  se  résout  le  problème  de  Viviani,  en  sorte  que  l'arc 
de  cette  dernière   courbe  s'exprime  |)ar  une  fonction   elliptique   de 


deuxième  espèce  aynnt  pour  module  W  - 
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Sur  les  courbes  de  troisième  classe; 
Par  m.  L.IGUERRE. 


1.  Soit  une  courbe  de  Iroisième  classe  ^'  ^=  R",  représentée  j3ar 
l'équation  tangentielle  F(m,  v,  w)  =  o;  si  l'on  pose 

F(,a,  -  ).,  \y  -  iJ.a-)  =  U(À,  a), 

l'équation  U(X,,u,)  =  o  rst  l'équation  mixte  île  la  courbe. 

En  posant  U  =  (<?,  b,  c,  d),  je  prendrai,  pour  forme  canonique  de  U, 
l'expression  réduite  aX*  -f-  dy}  ;  de  plus,  je  représenterai  par  (A,  B,  C) 
le  hessien  H  de  U,  en  sorte  que  l'on  aura 

A  =  ac  —  b-,      2H  =  al  —  hc,     C  =  bd  —  c'-. 

La  courbe  M^  est  une  courbe  du  sixième  ordre  R",  dont  l'équation 
cartésienne  s'obtient  en  égalant  à  zéro  le  discriminant  A  de  la  forme  U. 
En  adoptant  les  notations  de  mon  Mémoire  sur  l'application  de  la 
théorie  des  Jonnes  binaires  à  la  Géométrie  aiialj  tique  [*],  je  représen- 
terai par  0  le  contrevariant  de  F,  qui,  égalé  à  zéro,  donne  l'équation 
de  la  cayleyenne  G'  de  M"  • 

2.  En  désignant  respectivement  par 

n  =  (tz,  /3,  y)  —  o     et     ?r  =  li/  —  [j.p  =  o 

[*]  Journal  de  Matlicmntiqucs,  3°  série,  L  I.  f-,çs  renvois  à  ce  Mémoire  sont  indi- 
qués par  la  désignation  (F.  B.  ). 
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l'équation  mixte  de  la  conique  polaire  de  la  droite  de  l'infini  et  l'é- 
quation mixte  du  pôle  de  cette  droite  relativement  à  &\  les  for- 
mules (6)  et  (il)  du  Mémoire  déjà  cité  donnent  immédiatement,  en 
|)osant 

i  d\        .  j  d\  A    r  »  I 

-  —  =  A,     et      i!j-  =  — Ajl     , 

0  dy  '  b  d.r  -  *•    J 

le  système  de  formules  suivant  : 

Aa  =  «A,  -+-  hà.2  —  2A0, 
A|5  =  Z>A,  -t-  cA,  -  uB0, 
A-/  =  cA,  -h  (/S,  -  2C0; 

ou,  sous  forme  canonique  (1), 

Aa  =  nA,,     A^  =  —  ndQ,     A7  =  ^/A^, 


jy. 


puis 

/      \ 

,    dn                       dh 

de 

2p, 

d-d 

il. 

(2) 

de 

d'd  _ 

dj  =  '^' 

^  ~ 

(3) 

(   da.                        d& 
Z.=^°'           dJ- 

,/7  _ 
djc 

'h  _. 

2/>. 
0. 

J'y  joindrai  encore  les  formules  suivantes,  que  l'on  déduit  facilement 
des  précédentes,  et  que  j'écris  sous  forme  canonique,  en  y  faisant 
h  el  c  égaux  à  zéro  : 


(4) 


d\  ,  rfB  ,  dC  , 

di  =  -^"(^'  ^d:  =  -^"'i'  -d.=  -'''^ 

d.\  dh  .,    ,         *  dC  jr, 

—-  z=  a'i.  2-—  =  oaa,  — -  =  -ida. 

djr  '  df  dj  ' 


/]  En  général,  Z  désignant  une  l'onction  de  r  et  de/  du  degré  11,  je  poserai 
n  dr  II  d.r 
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On  en  dédnit  l'expression  de  p  et  de  </,  en  partant  de  l'identité 


0==  A7+  2B/3  -l-C«, 


;f.  n..  Il"  18; 


qui,  dérivée  successivement  par  rapport  à  x  et  y,  donne  les  deux  rela- 
tions 

(5)        30,  —  adp  -f-  a-f-  —  r/ap,     S©^  =  —  adcj  +  da.-  —  (^/îy. 

5.  En   représentant  par  W(X,  ^)  =  o  l'équation   mixte  de  la  hes- 
sienne  ^^  de  la  courbe,  on  a,  sous  forme  canonique  (F.B.,  n"  9), 

a\  o  rjX  -f-  /3/j. 

W  =  o  du.  |S),  H-  yy. 

=  a'dliJ.Ç^.c/  —  /Jt,/j)  —  dii[rA  4-  /3fj.  -  —  nl{^'k  +  Y/J-J', 

ou,  en   développant  le  second   membre  et  en   remplaçant  p  cA  q  par 
leurs  valeurs  déduites  des  équations  (5), 

W  =  —  i().0,  -+-  !xQ,)liJ.  —  MiJ-filnyl  -h  dc.p.)  —  ,3-(«X'  -+-  d^^  ); 

ou  encore,   en    multipliant  les   deux   membres  par  a-d'-  ^=  A,  et  en 
remplaçant  a,  |3,  y  pat'  leurs  valeurs, 

AW  =  iadlp. — 0=(a/.^  +  «p-  ), 

d'où,  enfin,  en  passant  de  la  forme  canonique  à  la  forme  générale, 

les,  —  A0,1(  A>  +R7.)  +  le^■—  àe.)  CBl-t-Cn-] 


AW:=6H(X,p.; 

Pour  abréger,  je  poserai 


e^u(x,^: 


(6)   lA(X;r-/JLÎÎ)=:(0A,  -  A0,)(AX  +  B/j.)  +  (0A,- A0,)(BX  +  C/7.), 
où  ^  t't  î)  désignent  des  polynômes  du  cinquième  degré  en  x  etj,  et 


aïO  rvcuERiiE. 

l'équation  mixte  de  la  Itcssienne  sera  donnée  par  la  formule  sui- 
vante : 

;'  7'  AWf),,fj;'  =r  H(X,  y.'  ().l)  -  iji^i]  -  0- 1:  ().,,y.l 

4.   L'équalion  mixte  du  j3Ôle  de  la  droite  de  l'infini  étant 

TT-  =  ).q  ~  'j.p  =  <), 

on  déduit,  des  équations  (5),  la  relation  suivante  : 

(8)  A-JT  =3  a\]l  -+-  clAly.  -:-  rtr/f).(0A,  -  3A0,    +  a(0A,  -  3A0,  )]. 

En  désignant  toujours  par  II  =  o  l'équation  de  la  conique  jjoiaire  i!e 
la  droite  de  l'infini,  par  ïl^  =  o  et  w^,  =  o  les  équations  d<'  la  conique 
polaire  et  du  i)ôle  de  la  droite, 

ro   -^  IIX  +  Vy  -4-  H'Z  =   (), 

on  aura  d'abord  (F.  B.,  n"  18  , 

{())  An,j  =  (lù.-  -t-  r/u,a'  --  2a(l'j>  0/y., 

formule  où  j'ai  posé,  j)our  abréger, 

r  —  —  e  A  4-  C)  A I ,      u  =  «  A  -h  ',)  A.w 

puis  (F.  B.,  n"  11), 

73;,,  =  nU,^,2  —  ''n,.„i  -+-  0)   iiU^  —  fO,'  -f-  w-'~. 

Substituons,  dans  cette  expression,  les  valeurs  de  ît;,  11,,  Fl^.  .  .,  tirées 
lies  relations  précédentes,  il  viendra 

A'-Pj^  =  ftlï"  -r  (liJ.'b-  —  2w0f/r/(/u  -1-  lJ.r] 

-+-  oj-rtf/[X(0Ao  -  A©.,)  -H  fJL(0A,  -  AWjj, 

ou  encore,  en  vertu  de  l'identité  (Gj, 

(il)     ^-zr^  —  (lAï-  H-  <!u.\f-  —  aîdBc.v/i  Xy  +  ai-)  -t-  -^  (}.]]  —  y-^T). 
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II. 

5.  La  courbe  M^  et  sa  hessienne  J^'  déterminent  nu  faisceau  tan- 
gentiel  ;  en  désignant,  pour  un  instant,  par  F„(i<,  v,  w)  =  o  l'équation 
tangentielle  de  la  hessienne,  et  par  p  un  paramètre  arbitraire,  l'une 
quelconque  des  courbes  de  ce  faisceau  a  pour  équation  tangentielle 
F  +  GpFo  =  o;  je  la  désignerai  par  la  notation ^p.  Son  équation  mixte 
étant  Up  =  o,  la  relation  (7)  donne  immédiatement 

(10)  AUp  =  6fAi{-k,ij.)  {l\)  -  jjL  J)  +  (A  -  6p@-)-[]{l,p.). 

Les  deux  courbes  du  sixième  ordre  R^  et  (G')^  déterminent  égale- 
ment un  faisceau  ponctuel;  l'une  quelconqvie  des  courbes  de  ce  fais- 
ceau a  poiu"  équation 

A  —  6(2  6-  =  o  ; 

je  la  désignerai  par  la  notation  Kp,  et  je  dirai  que  deux  courbes  des 
faisceaux  (Rp)  et  (^p),  données  par  la  même  valeur  de  p,  sont  cor- 
respondantes. 

6.  Cherchons  d'abord  la  signification  géométrique  des  polynômes 
Ji  et  i)  qui  s'introduisent,  comme  on  l'a  vu,  d'une  façon  si  simple  et 
si  naturelle,  dans  la  recherche  de  l'équation  mixte  de  la  hessienne. 

Soit  M  un  point  du  plan,  dont  les  coordonnées  soient  x  etj;  par 
ce  point  passe  une  courbe  du  faisceau  (Rp),  la  valeur  du  paramètre  p 
correspondant  à  cette  courbe  étant  déterminée  par  la  relation 

(12)  A  —  6p&-  =  o. 

Le  coefficient  angulaire  ^  de  la  tangente  menée,  en  ce  point,  à  la 
courbe  est  donné  par  la  relation 

p.'  A-  —  6p002 

V       A,  —  bpe©, 

Jouni.  de  IHath.  (3e  série),  tome  IV.  —  Juillet  1878.  20 
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OU,  si  loi)  remplace  p  par  sa  valeur  floduile  de  l'équation  (12), 

(/.'  ©Ai  —  A0, 

V  ~  0A,  —  A0," 

De  là  et  de  réqualioii  (6)  résulte  ridentité  suivante  : 
(i3)  XI)  -  fj.  3[  ==  ).'(AX  +  B/z)  +  p;(  BX  +  C/j.). 

dont  il  est  facile  de  voir  la  signification  géométrique. 

7.  A  cet  effet,  je  remarque  que,  du  point  M,  on  peut  mener  à  la 
courbe  ^^  trois  tangentes  dont  les  coefticienis  angulaires  sont  dé- 
terminés par  l'équation  Li^X,  p.)  =  o.  L'équalion  n().,  p.)  =;  o  déter- 
mine également  les  coefficients  angidaires  de  deux  droites  passant 
par  le  même  point  :  je  dirai  que  ces  droites  sont  les  hessiennes  du 
point  M  relativement  à  la  courbe  ^^.  Je  dirai  encore  que  la  droite 
passant  par  le  point  M,  et  ayant  pour  coefficient  angulaire  ~  est  Yaxe 
de  ce  point  relativement  à  la  courbe.  Cela  posé,  de  l'équation  (12) 
résulte  la  proposition  suivante  : 

Si  en  un  point  M  du  plan  on  considère  l'ajce  et  les  hessiennes  de  ce 
point  relativement  à  cette  courbe,  la  conjuguée  harmonique  de  l'axe, 
relativement  aux  hessiennes ,  se  confond  avec  la  tangente,  menée  au 
point  M,  à  la  courbe  du  faisceau  K^  ([ui  passe  en  ce  point. 

8.  Imaginons  qu'une  droite  se  meuve  tangenliellement  à  la  courbe 
■<^p;  le  lieu  des  intersections  de  cette  droite  avec  sa  conique  polaire 

relativement  à  ^  s'obtient  en  éliminant  X  et  |u,  entre  l'équation  mixte 
de  ^p  et  l'équation  H(X,  p.)  =  o  (F.  B.,  n°  7);  ou  bien,  en  vertu  de 
l'équation  (10),  en  éliminant  X  et  /Jt,  entre  les  équations 

H(X,p.)=o     et     ill|£^'u(X,f;.)  =  o. 

Le  résultat  de  l'élimination  est  évidemment 

A  -  6p0=  =0. 

D'où  la  pro|iosition  suivante: 

Si  une  droite  se  meut  tangenliellement  à  une  courbe  dufaisceau  [&^, 
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le  lieu  des  points  où  elle  rencontre  sa  conique  polaire,  relativement 
rt^%  est  la  courbe  correspondante  du  faisceau  (Kp). 

9.  Soit  un  point  M  ayant  pour  coordonnées  x  et  j-,  et  situé  sur  la 
courbe  Kp,  comme  l'on  a 

A-6p0=  =  o, 

il  résulte,  de  l'équation  (lo),  que  les  coefficients  angulaires  des  tan- 
gentes menées  de  ce  point  à  la  courbe  ^p  sont  déterminés  par  l'équa- 
tion 

D'où  ce  théorème  : 

Les  trois  tangentes  que,  d'un  point  de  la  courbe  MçOn  peut  mener 
à  la  courbe  correspojidante  du  faisceau  [M.ç),se  conjondent  avec  l'axe 
et  les  hessiennes  de  ce  point  relativement  à  ^'. 

10.  Considérons  une  courbe  quelconque  du  faisceau  (^p);  une 
tangente  à  cette  courbe  rencontre  la  courbe  correspondante  du  fais- 
ceau (Kp)  en  six  points,  dont  deux  sont  situés  sur  la  conique  polaire 
de  la  tangente,  relativement  à  ^^  (n°  8).  On  sait,  d'ailleurs,  en  vertu 
de  la  proposition  précédente,  que,  par  chacim  de  ces  six  points,  la 
tangente  considérée  est  un  axe  ou  une  hessienne  de  ce  point  relative- 
ment à  4^'.  Il  est  clair  qu'elle  est  une  hessienne  pour  les  deux  points 
situés  sur  la  conique  polaire,  et  seulement  pour  ces  points;  elle  est 
donc  un  axe  pour  les  quatre  autres.  D'où  les  conséquences  suivantes  : 

Toute  tangente  à  une  courbe  dujaisceau  (^p)  rencontre  la  courbe 
correspondante  du  faisceau  (Rp)  en  six  points;  deux  de  ces  points  sont 
situés  sur  la  conique  polaire  de  la  tangente  relativement  à  M^ .  Chacun 
des  quatre  autres  jouit  de  la  propriété  que  son  axe,  relativement  à  ^^, 
se  confond  avec  la  tangente  considérée  [*J. 

U enveloppe  des  axes,  relativement  à  M.^ ,  des  divers  points  d'une 
courI>e  quelconque  du  jaisceau  (Kpl,  est  la  courbe  correspondante  du 
faisceau  (^p). 

[*]  Des  théorèmes  coirélatifs  ont  oviiiL-mnient  lieu  lelalivemcnt  aux  couibcs  du 
troisième  ordre;  j'ai  déjà  donné  sans  démonstration  ces  théorèmes  dans  une  Noie  Sui- 
tes courbes  du  troisième  ordre,  insérée  dans  le  TSalltlin  de  la  Société  mallxémdtiquc, 
t.  IV,  p.  1 10. 

28.. 
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11 .  Considérons  un  point  M  du  plan  ayant  pour  coordonnées  4  et  /;  ; 
ré([ualion  de  sa  droite  polaire,  relativement  à  la  courbe  ls.°,  a  poiu- 
équation 


d6.  di.  d\ 


Relativenienl  à  cette  droite,  on  a 


di 

f/A                                  d\ 
dn                            dï. 

el 

par  suite, 

~           ,     dl 

rfA           d\\  d\        „  .  rM 
yT.^^'dVlTy-^^d.' 

a                1     d& 

6v  =  -(^;^ 

di.        d\\  d\      ,, .  d\ 

Ou  voit,  par  ces  formules,  que  r  et  u  s'annulent  pour  j:-  =  ^  et  )  =:  v; . 
Désignons  par  D  la  droite  précédente,  et  par  m  son  pôle,   relative- 
ment à  la  courbe  iS^';  l'équation  mixte  de  ce  pôle  est  (n"  4), 

aXr-  -f-  f//J.U-  —  •2w0«c^(Xv  +  [i.\)  H-  -^(,>.l)  —  p-.T)  =  o; 

et  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  Mjw  est  donné  par  la  formule 
précédente,  quand  on  y  fait  x  ^  ^  et  j"  =  yj.  Comme  je  l'ai  fait  voir, 
r  et  ^  s'annulent  alors,  et  le  coefficient  angulaire  cherché  est  déter- 
miné par  l'équation  Xî)  —  fx^'  =:  o,  où  x  el  j"  tloivent  être  respective- 
ment remplacés  par  Ç  et  /;. 

D'où  la  proposition  suivante  : 

Etant  donné  un  point  quelconque  du  plan  M,  si  Von  désigne  par  m  le 
pôle,  relativement  à  ^',  de  la  droite  polaire  du  point  M,  relativement 
à  R",   la  droite  M/h  est  l'axe  du  point  AI,  relativement  à  ^'. 


III. 

12,   L'équation  mixte  de  la  polaire  de  la  droite 
0)  =r  ux  -\-  vy  -t-  H'Z  -—  o 
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est 

axh-  -+-  dvu.-  —  2ad'j)Ql'j.  =  o. 

Supposons,  comme  ci-dessus,  que  la  droite  considérée  soit  la  po- 
laire, relativement  à  R°,  du  point  dont  les  coordonnées  sont  ç,  yj,  Ç. 
Les  coefficients  angulaires  des  tangentes  menées  de  ce  point  à  la  co- 
nique polaire  de  la  droite  sont  déterminés  par  l'équation  précédente 
quand  on  y  fait  x  —  ^  et  ;•  =  vj.  Les  fonctions  r  et  u  devenant  alors 
identiquement  nulles,  Ttcpiation  se  réduit  à  H(X,fA)  =  o. 

Donc  : 

Etant  donné  un  point  quelconque  M  du  plan,  si  l'on  considère  la 
droite  polaire  de  ce  point,  relativement  à  la  courbe  K",  puis  la  conique 
polaire  de  cette  droite,  relativement  à  la  courbe  M',  les  tangentes 
menées  du  point  M  à  cette  conique  sont  les  hessiennes  du  point  M,  re- 
lativement à  ^'  [']. 

13.  Soit  M  un  point  du  plan  ayant  pour  coordonnées^  et  >■.  Suppo- 
sons ce  point  placé  sur  la  liessienne  de  ^' ;  on  a  alors  0  =  o,  et  les 
coefficients  angulaires  des  tangentes,  menées  du  point  M  à  la  conique 
polaire  de  la  droite  w  =  o,  sont  déterminés  par  les  racines  de  l'équa- 
tion 

(i4)  au?  +  dviJ.-  =  o. 

Il   est  facile   d'interpréter  géométriquement  ce  résultat.    Désignons, 
pour  un  instant,  par  ^,  vj,  Ç  les  coordonnées  courantes,  et  soit 

vj  —y  =  jt(x  —  ?) 

l'équation  de  la  droite  qui  joint  le  point  M  au  point  où  sa  droite  po- 
laire, relativement  à  K°,  rencontre  la  droite  oj  =  o. 


[*]  11  est  à  peine  nécessaire  de  rappeler  que  fi'  et  K«  désignent  la  même  courbe  ; 
la  première  notation  étant  employée  quand  on  considère  cette  courbe  comme  étant 
de  troisième  classe,  et  la  seconde  quand  on  la  considère  comme  étant  du  sixième 
degré. 
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Le  coefficient  A"  se  déterminera  en  exprimant  que  les  trois  droites 

kB  +  ï;  —  'Ç<)-  ■+-  kx)  —  G, 
£-7--i-ïJ:t-Ç+  /  =o» 

-  ilx  dy  '         ^/^ 

tli.  +  Vf\  -^  wÇ  =  G 

se  conpent  en  un  même  point. 
Un  calcul  facile  donne 

b«  A  —  M  -— 
,  dx V 

"'  ~^^    AT  ~  f  ' 

w OcA 

et  de  l'équation    {\\)    résulte    immédiatement  la   conséquence    sui- 
vante : 

Étant  donnée  une  cfroîte  quelconque  D  du  plan,  et  étant  pris  arbi- 
trairement un  point  M  sur  la  cajlejrenne  de  la  courbe  ^%  désignons 
par  ni  le  point  où  la  droite  D  est  rencontrée  par  la  droite  polaire  du 
point  M,  relativement  à  R''.  Cela  posé,  les  deux  tangentes,  que  l'on 
peut  du  point  M  mener  à  la  cotiique  polaire  de  D,  relativement  à  ^', 
sont  les  deux  droites  qui  constituent  la  conique  polaire  de  la  droite  Mm, 
relativement  aux  trois  tangentes  que  Von  peut  mener  du  point  M  à  la 
courbe  ^^. 

IV. 

14.  Les  coniques  jiolaires,  relativement  à  ^^,  des  diverses  droites 
qui  passent  |)ar  un  point  donné  M  du  plan,  sont  inscrites  dans  un 
quadrilatère  dont  les  côtés  ont  pour  pôle  M.  Soient  £,  vj,  Ç  les  coor- 
données (lu  point  M  ;  il  est  facile  d'obtenir  en  coordonnées  carté- 
siennes l'équation  des  côtés  de  ce  quadrilatère. 

Considérons,  en  effet,  les  deux  droites  a?  —  Ç  =  g  et  ^  —  >;  =  o,  qui 
se  croisent  au  point  M  ;  relativement  à  la  première  droite,  on  aura,  en 
])osant,  pour  abréger,  a;  —  ^  =  X  et  j'  —  yj  =:=  Y,  w  ^=  X,  «  =  i ,  i'  —  o, 
et,  par  suite,   r  —  XA,  et  u  =  A-)-XA2.  Relativement  à  la  seconde, 
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on  aura  w  =  Y,  ii  =  o,  t»  =  i  et,  par  suite, 

r  =  -A  +  YA,     et     u  =  YAo; 

je  désignerai  ces  deux  dernières  expressions  par  r'  et  par  y'. 

Cela  posé,  les  équations  mixtes  des  coniques  polaires  des  droites 
X  =:  o  et  Y  =  o  sont  respectivement 

aïV  -)-  clvu.-  —  2rt  dUelu.  aï').-  -+-dv'  a-  —  iad\Q\ij. 

^-i-— =  o     et     ^— !^^ •-  =  o. 

A'  A' 

Si  l'on  représente  par  T  le  résultant  de  ces  deux  équations,  il  est  clair 
que  T  ^=  o  est  l'équation  des  quatre  tangentes  communes  aux  polaires 
des  diverses  droites  qui  se  croisent  au  point  M. 
Une  formule  bien  connue  donne 

A'T  =  a-r/-(ru'  -h  ur'  -  zadQ^HY)- 

—  4(flrfry  —  A0^X-)  (flrfr'y'  -  AG^'Y-j 
=  n^c^-(ru'  -  W')'  +  kà.<d-ad[Yï  -Xr')  (Yy  -  Xy')- 

En  remplaçant  f,  jj,  r'  et  y'  par  leurs  valeurs  données  ci-dessus,  un 
calcul  facile  donne 

,  ,         A  /^rfA  d^         .,dà\ 

Yg  -  Xr'  =  XA     et     Yy  -  Xy'  =  YA. 
Il  vient  donc  définitivement 

('5)  AT=^(î£-H,|+Ç^)'  +  40'H(X,Y). 

15,   On  peut  donc  remarquer  que  l'équation 

>.rfA  rfi         ^d^ 

'  dx  dy         -  dz 

représente  la  polaire  P  du  point  M,  relativement  à  la  courbe  K''.  De 
l'équation  (i5)  résulte  que  les  quatre  tangentes  communes  aux  coni- 
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ques  polaires  des  droites  qui  se  croisent  au  point  M  renconlrent  la 
cayleyenne  de  M^  aux  points  où  cette  courbe  rencontre  P,  les  neuf 
points  de  rebroussement  de  M'  étant  exceptés. Ces  pointsde  rencontre 
sont  évidemment,  d'ailleurs,  au  nombre  de  six,  et  chacun  d'eux  doit 
être  compté  deux  fois. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Les  tangentes  communes  aux  coniques  polaires  des  diverses  droites 
qui  se  croisent  en  un  point  M  Jonnent  un  quadrilatère  dont  les  six 
sommets  sont  situés  à  la  jois  sur  la  caylejenne  et  sur  la  première  po- 
laire du  point  M,  relativement  à  la  courbe  K'''. 

IG.  Si  l'on  considère  x,  y  et  z  comme  des  quantités  données,  coor- 
données d'un  point  N  du  plan,  et  Ç,  yj,  Ç  comme  des  coordonnées 
variables,  il  est  clair  que  l'équation 

représente  le  lieu  des  pôles,  relativement  à  ^^,  des  droites  que  l'on 
peut  mener  par  le  point  N.  On  voit  que  ce  lieu  est  une  conique; 
l'équation  H(X,Y)  =  o  représente  les  hessiennes  du  point  N.  Donc  : 

Le  lieu  des  pôles  relativement  à  M^  des  droites,  qui  passent  par  un 
point  donné  N ,  est  une  conique  tangente  aux  deux  hessiennes  du 
point  N,  et  la  corde  de  contact  est  la  polaire  du  point  N,  relativement 
à  K^ 

Si  le  point  N  est  sur  la  cayleyenne,  0=0,  et  l'équation  précédente 
se  réduit  à  son  premier  terme.  Donc  ; 

Le  lieu  des  pôles  relativement  à  ^^  des  droites,  qui  passent  par  un 
point  donné  de  la  caylejenne  de  cette  courbe,  est  la  polaire  de  ce 
point  relativement  à  K°. 
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Sur  le  calcul  inverse  des  intégrales  définies; 
Par  m.  h.   LAURENT. 


Nous  ne  connaissons  que  fort  peu  de  chose  sur  le  calcul  inverse 
des  intégr.iles  définies,  et  cependant  ce  calcul  se  présente  assez  sou- 
vent dans  les  questions  de  Physique  mathématique.  La  figure  des 
planètes  en  dépend;  ainsi,  quand  on  cherche  si  l'ellipsoïde  à  trois 
axes  inégaux  peut  être  une  figure  d'équilibre  d'un  liquide  animé 
d'un  mouvement  de  rotation,  on  ne  fait  que  résoudre  un  cas  Irés- 
parliculier  d'une  question  qui  dépendrait  du  calcul  inverse  des  inté- 
grales définies.  Abel,  dans  un  Mémoire  posthume  qui  traite  des  fonc- 
tions génératrices,  fait  l'ébauche  Irès-inconiplète  d'une  théorie  dont 
il  tire  des  conséquences  vraiment  surprenantes;  cette  théorie  dépend 
du  calcul  inverse  des  intégrales  définies.  Et  l'on  pourrait  encore  citer 
beaucoup  d'exemples  dans  lesquels  le  calcul  inverse  des  intégrales  dé- 
finies pourrait  rendre  d'importants  services  à  la  Science,  et  surtout  à 
la  Physique  mathématique.  Je  me  propose  dans  ce  Mémoire  d'étudier 
seulement  quelques  questions  relatives  à  la  théorie  dont  je  viens  de 
parler,  et  les  plus  simples;  on  verra  que  d'autres  questions  impor- 
tantes, et  en  apparence  très-étrangères  au  sujet,  s'y  rattachent. 

1.  De  tons  les  problèmes,  le  plus  simple  que  l'on  puisse  se  poser 
sur  le  calcul  inverse  des  intégrales  définies  consiste  à  trouver  une 
fonction  (f{x)  telle  que  l'on  ait 

(i)  /    f[x)dv^o. 

Juurn.  de  Muth.  (3<'  série),  tome  IV.  —  Juillet  1878.  2C) 
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Un  tel  problème  admet  évidement  une  infinité  de  solutions,  et  l'on 
peut  se  proposer  d'en  trouver  la  solnlion  la  plus  générale.  Soit^i  x) 
une  fonction  arbitraire  de  j:;  si  l'on  pose 


.(^)=:y(x)-£{^^rfa-, 


l'équation  (i)  sera  satisfaite,  et  je  dis  que  l'on  aura  ainsi  la  solution  la 
plus  générale  de  cette  équation.  En  effet,  soily(x)  la  solution  la  plus 
générale  :  op.  peut  la  présenter  sous  la  forme 

puisque    /    o{x)dx  est  nul.  L'expression  à  laquelle  on  vi<'nt  do  |)ar- 

venir  joue  dans  le  calcul  inverse  des  intégrales  définies  le  rôle  des 
constantes  arbitraires  dans  le  C;ilcul  intégral  ordinaire.  Ainsi  je  sup- 
pose qu'il  s'agisse  maintenant  de  résoudre  l'équation 


(2)  j^    0{x)dx=^. 


Quand  on  aura  trouvé  une  seule  solution  de  celte  équation,  il  suffira 

X''  f'  T  1 
j—_-  dx  pour  en 

obtenir  la  solution  la  plus  générale.  En  effet,  soient  ç  (.r)  la  solution 
la  plus  générale  de  (2I,  <^[x)  une  solution  particulière,  on  aura  : 

C'' 

\    (f{x)dx  =  g, 

Ja 


1    [(p[x)  — 'l{x)]dx  =  o; 


(p{x)  —  '^[x)  a   donc  pour   valeur   générale   la   solution  de   l'équa- 
tion (i),  ce  qui  établit  la  proposition  avancée.  Nous  ferons  d'ailleurs 
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observer  qu'une  solnlion  particulière  de  (2)  est  donnée  par  la  for- 
mule 

'    ^      '  0  —  a 

mais  la  plupart  des  problèmes  que  l'on  peut  se  proposer  sur  le  calcul 
inverse  des  intégrales  définies  affectent  une  forme  plus  compliquée  :  il 
s'agit  souvent  de  déterminer  une  fonction  (p{u),  de  telle  sorte  que  l'on 
ait 

(3)  -  /    0{u,x)o(u)du—J{jc). 

6{u,jc)  désigne  alors  une  fonction  donnée  de  u  et  de  x,  elf  [x]  une 
fond  ion  donnée  également. 

L'équation  (3)  n'admet  généralement  pas  de  solution.  En  effet,  sup- 
posons que /(a;)  devienne  infinie  pour  .r  =  jc,,  le  premier  membre  de 
(3)  devra  être  infini  pour  x  =  x,  ;  ainsi  on  devra  avoir 

0   u,x,  )f[ii)  =  ao  . 

On  ne  peut  pas  admettre  que  f[u)  soit  infini,  sans  quoi  le  premier 
membre  de  (3)  serait  toujours  infini  [pour  parler  plus  exactement  :  si 
ç(ii)  a  un  infini  de  nature  à  rendre  l'intégrale  infinie,  comme  cet  infini 
est  indépendant  de  x,  il  rendra  l'intégrale  infinie  dans  le  cas  même  où 
X  serait  différent  de  o",];  donc  6{u,x,)  est  infini;  mais  alors,  u  variant 
le  long  du  contour  d'intégration,  l'équation 

0(n,  x)  =  ce 

définit  une  fonction  x  de  u,  pour  laquelle  0  reste  infinie.  La  fonc- 
tion f  {x)  devrait  donc  éire  infinie  pour  une  suite  continue  de  valeurs 
dex,  ce  qui  est  en  général  impossible.  On  voit  donc  qu'en  se  mainte- 
nant dans  ces  généralités  le  problème  en  question  est  impossible. 

Que  si,  cependant,  la  fonction  Q{u,x)  était  réductible,  et  si  l'équa- 
tion 

ô(u,x)  =  ce 

ne  définissait  pas  une  fonction  x  de  u,  notre  raisonnement  tomberait 
eu  défaut;  mais,  en  général,  il  n'en  est  pas  ainsi. 

29.. 
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Abel,  dans  sa  théorie  des  fonctions  génératrices,  admet  que  l'on 
peut  toujours  satisfaire  à  l'équation 

jy-"-',{u)cla  =J{a:) 

(il  est  vrai  qu'il  ne  spécifie  pas  la  nature  des  limites);  il  est  évident 
(jue  ~i  par  exemple,  ne  saurait  être  représenté  par  une  expression 
telle  que  le  premier  membre  de  l'équation  précédente.  Si  l'on  n'a  pas 
A  =  -f-  00  et  a  ~  o,  il  est  clair  aussi  que  l'on  ne  saurait  prendre 
J[jc)  =  x,  parce  que,  pour  a;  =  oo  ,  f{jc)  est  toujours  infini,  tandis 

que     /    e""^'j{u)du  ne  l'est  pas  nécessairement. 

J  a 

Toutefois,  s'il  n'est  pas  possible  de  représenter  une  fonction  au 
nioven  d'une  intégrale  définie  tout  le  long  de  son  parcours,  on  peut 
espérer  de  la  représenter  dans  une  portion  limitée  de  ce  parcours.  Ces 
préliminaires  nous  apprennent  que  l'on  ne  doit  pas,  en  général,  étu- 
dier les  fonctions  définies  par  des  intégrales,  telles  que  les  fonctions  Y 
de  Legendre,  sans  essayer  de  changer  leur  forme.  L'intégrale  eulé- 
rienne  de  seconde  espèce  est  im|iropre  à  définir  la  fonction  F,  mo- 
nodiome  etmonogéne  dans  toute  l'étendue  du  plan  ;  le  produit  consi- 
sidéré  par  Gauss  la  définit  au  contraire  complètement  et  bien  plus 
naturellement.  Aussi  ne  faut-il  point  s'étonner  que  les  propriétés  des 
fonctions  T  découlent  plus  facilement  de  la  définition  de  Gauss  que  de 
celle  de  Legendre. 

2.  Le  problème  qui  consiste  à  résoudre,  par  rapfiort  à  ç'(.r\  l'équa- 
tion 

r'' 

j    (^' x)dx  =^  o 

étant  indéterminé,  nous  nous  proposerons  de  résoudre  les  équations 
simultanées 

/    o[x)iix  ■^=  o,        I    X'^{x)(fx=^  n,     ..., 
j    x"-'^f{x)(lx  =  o, 
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OU  plus  généralenieiil 

(2)  £B[x)o[x)dx  =  o, 

B{x)  dcsignanl  alors  un  polynôme  arbitraire  de  degré  h —  i.  Dési- 
gnons par  '^""'  [x),  (p~^(.r),  .  . .,  'ji~"[x)  les  intégrales  successives  de  la 
(onction  tp,  prises  de  manière  à  s'annuler  pour  ..r  =  a.  En  intégrant 
par  parties  la  formule  (2),  on  trouve 

o-'{f?j6{h)  -  '^h^b)9[b)  -{-f-'{b)0"{b)...  ± 'j-"  {b)  9''" -'^  [b)  =  o, 

(/""' f^)  désignant  une  simple  constante.  Si  l'on  fait  successivement 
(;  ^  i,x,  X-,  .  .  .,  x"~' ,  on  voit  que  l'on  aura 

ç,-'(6)  =  o,     o'''^{b)  —  o,      ...,     9~"(è)  =  o. 

I.a  fonction  'f~"[x)  s'annule  donc,  ainsi  que  ses  ?i  —  i  premières  déri- 
vées, non-seulement  pour  jc  =  «,  mais  encore  pour  x  =  h.  On  peut 
donc  poser 

o~"[x)  :=  [x  —  a)"  [x  —  h )"  <^  [x], 

'^[x]  désignant  une  fonction  qui  n'est  pas  infinie  pour  x  —  a  ou  pour 
a;  =  6  :  il  en  résulte  la  solution  suivante  du  problème  que  nous  nous 
étions  proposé  de  résoudre 

(3)  f,{x)  =  ^^[{x-a)"{x~b)"'b{x^\. 

Nous  allons  maintenant  discuter  celte  solution. 
Considérons  l'équation 

(4)  ..x-.,^-=|iil^ 

et  la  fonction 

de  la  racine  de  cette  équation  z  qui,  pour  f  =  o,  se  réduit  à  x,  à  savoir  : 


b  —  a  -Jr  t[b  ^  a]  —  1^1  [b  —  ii]^^^^  +  \)  [b  —  a]  —  ^tx  -^  it[b  -^  a] 
2t 
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on  aura,  |iai'  la  formule  de  Lagrange, 

1  1/  —  u 

..2.3...«  r/."    '  L  (*  -")"  J 

er,  en  (lilïéienliaiit  par  rapport  à  a-, 

(iz  ,  t    (t   r  .V  —  a  ,  ix  —  b'^,,      .  1 

^      '  <lx        '  ^     ■         I  </x  L  b  —  'i  J 

t"  d"    \  [x  —  a]"  [x  ~  b)"      .      >"1 

I .a. . .«  dx"  L  (o  —  "  \ 

la  fonction  9  ,r)  n'étant  définie  qua  un  facteur  près,  ou  voit  qu'elle 
a  pour  fonction  génératrice  ^{z)  -^1  z  étant  racine  de  l'équation  (4), 
ft  nous  poserons  dorénavant 

3.  Nous  examinerons  d'abord  le  cas  où  ij>(x)  se  réduit  à  une  con- 
stante que  nous  prendrons  égale  à  l'unité.  Nous  aurons  alors 

Les  fonctions  X„  de  Lcgenrlre  appartiennent  à  ce   type,  et   l'on  a, 
en  supposant  n  et  tu  entiers  et  différents  l'un  de  l'autre, 

1     /    (f„'  ce)  o„,  [x  )  fix  =  o, 

formules  que  l'on  vérifie  aisément  au  moyen  d'une  uilégratioii  par 
parties. 
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La  fonction  ©«(j:)  vérifie  une  équation  diflérenlielle  du  second 
ordre  qu'il  sera  alors  facile  d'intégrer  complètement  au  moyen  des 
quadratures.  Si  l'on  pose 

(.r  —  a)"  Lt  —  /;)"  =  u, 

on  en  tire  par  différentiation 

nu  IX  —  a  —  b)  =   ,    (.r  —  a)  (x  ~  b], 

de  ^  '  '•  ' 

et,  en  différentiant  n  +  r  fois  de  suite, 

rf""*"'  u  ,  ,  ,  ,  ,    (l"U 

n  -r-;^  ["ix  —  a  —  h)  -+-  -i/ii II  -+-  I  j 


dx" 


c'est-à-dire 


dx:" 


[X  —  a]  [X 


b)  -f-  (rt  -H  I  !  ( 2X  —  a  —  0)  -j-^^, 


a  -b) 


d"+'  u 


('■'+', 


ou  bien  encore 

(^)      -A"  '•X  —  d   [x  —  ^)  +  -y-  (IX  —  a  —  b    —  n  in  +  i  ')  ï,,  = 


—   O, 


Cette  équation  a  une  assez  grande  généralité,  le  polynôme 

(x  —  a)  (x  —  b) 


étant  l'expression  la  plus  générale  des  polynômes  du  second  degré  et 
2X  —  a  —  b  celle  de  leur  dérivée. 

On  constate  facilement  que  l'intégrale 


/ 


{z  —  II)"  [x  —  b)" 


dz 
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satisfait  à  réquation  (3),  soit  qu'on  la  prenne  le  long  d'un  contour 
fermé  contenant  le  point  x,  ce  qui  fournit  bien  à  un  facteur  près 
ç)„(jr),  soit  qu'on  la  prenne  entre  les  limites  a  el  b,  ce  qui  fournit 
une  seconde  solution  de  l'équation  (3);  en  appelant  'I',,  celte  seconde 
solution,  la  solution  la  plus  générale  de  (3)  sera 

où  A  et  B  désignent  deux  factoui's  constants  arbitraires.  Nous  ne  pous- 
serons pas  plus  loin  l'étude  de  ce  cas  d'ailleurs  fort  intéressant,  piuce 
(pie  nous  retomberions  sur  les  propriétés  bien  connues  des  polynômes 
de  Legendre,  auxquels  peuvent  se  ramener  les  polynômes  'j„  par  un 
simple  cbangement  de  variable. 

•4.  On  obtient  une  classe  de  polynômes  t-é-^-intéressa'^'s  et  déjà 
étudiés  par  M.  Hermite  quand  on  suppose  «  =  —  co  el  b  —  -h  x  ;  \o 
produit  [x  —  n  "  ^r  —  b  :"  doit  alors  éire  remplacé  par  une  fonction 
nulle  pour  j:  ==;  ^i:  oo  et  admettant  ±  ao  pour  racines  multiples. 
L'hvpothèse  la  plus  simple  que  l'on  puisse  faire  conduit  à  remplacer 
[x  —  a)"  {x  —  b)"  par  l'exponentielle  e'-"^'.  Posons  alors 

la  fonction  z„  sera  de  la  forme  e~^  U„,  U„  désignant  un  polynôme 
entier  en  x  (pii  jouira  des  propriétés  exprimées  par  les  équations  sui- 
vantes : 

U„+,  -+  2x\]„  -;-  2«  U„  ==  o, 

d'où  l'on  conclut  par  la  métbode  de  Sturni  la  réalité  des  r.icines  de 
l'équation  U„  =  o, 

(,)  -^^_^..   -2^-^^   +3«L]„=.o, 


/-roc 
e.-'"'- [],„[]  „fix  =  o, 

J<  -t  or. 
—  ce 
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Sans  vouloir  faire  ici  une  élude  approfondie  des  polyiômes  de 
iVI.  Hermile,  je  crois  devoir  faire,  à  leur  égard,  une  remarque  :  c'est 
que  l'intégrale 


V„  T-^   C^^  e^--^'(2  -  ^V'^'^dz 


satisfait  à  l'équation  (i),  à  laquelle  satisfait  aussi  la  fonction  U„,  en 
sorte  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  sera 

AU„  -f-  BV„  =  o. 

Four  démontrer  cette  proposition,  il  suffit  de  différentier  la  formule  (2)  ; 
on  a  alors 

(3)      ^=  e^'-''[2x(z- jr)-"-' +(/i  + i)(z. -x)-"-=]f/z, 

^■^^       j  +4:r(«+ i)(z-x)-«-^ 

[  -4-  («  +  I  )  («  +  2)  (s  —  jc)-"-^]dz. 

Si  l'on  remarque  alors  que 

/         e^'~~\n  +  i)  («  +  2)  (z  —  x)-"'^  dz 
=    /        '}.z[n  ^  \)e'^'-~\z  —  x)-"-- dz, 

les  équations  (2),  (3),  (4),  multipliées  respectivement  par  2/2,  —  2,r,  i 
et  ajoutées,  donnent 

—TT   —   2  JT-—  -f-   2«  V„   -=  O. 

5.  Si  l'on  prend  g„=       ,  „    >  on  aura  encore,  en  appelant  6  un 


Joiirn.  de  Math.  (3^  série),  tome  IV.  —  JiiLLET  if 


3o 
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polviiùme  (jtic'lcoiujiie  ck-  degré  // —  i, 

/      !/  (.r  )  ''f„(^)  (Ijc  —  o. 

10 

Il  est  clair  que,  (l;ins  le  cas  actuel,  '^„  est  le  produit,  par  (—  i)"e~'', 
d'un  certain  |ioIvuôme  entier  du  degré  n  en  x,  que  nous  appellerons 
P„  ou  P„(jr),  et  l'on  a 

(i)  f^"^  V„V,„e"'ilx  =  o, 

(2)  /  ^  i',;t'-Vjf  =  i.2.3...7/r(«+  1)  =  r-(«  +  1). 

La  première  de  ces  formules  est  évidente;  la  seconde  se  démontre 
en  appliquant  la  règle  diiitégralion  par  [)arlies  à  l'intégrale 


i/o  tl.r" 


x"  désignant  lu  (juantité  à  laquelle  se  réduit  P„  qdand  on  supi)rime  les 
termes  en  x"~\  x''~'^^  ..., 
De  la  formule 

—  x'^-'^^  e-n\(x){-ly^ 
un  lire  f.icilement  la  valeur  de  P„ 


(  3  )     \\,{x)  —  x" x"' 

Si  nous  posons,  pour  un  instant, 

Il  =  a"c"'', 
nous  aurons,  en  différenliant, 

u'  —  tix"~^  c"'''  —  x"e' 


n{n  —  \)  ...  I . 
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OU  bien 

ti'  X  —  [n  —  .x)u; 

si  l'on  difléreiitie  n  -+-  i  fois  cette  équation,  et  si  l'on  pose 


•^IZF  -  ("  -^  ')  ^  =  («  -  •^)  1^  -  [n  +  .)Q„. 
ou  bien 

(4)  •^S'  +  ^-^'  +  oS'  +  ^^+OQ^-o. 

Celte  équation  donne,  en  prenant  P„  pour  inconnue, 
(5  ■     jc -j— -  4-  [i  —  x)- — h  « P„  =  o. 

On  a,  à  nn  facteur  près, 


Q.,=/pa^..''=. 


l'intégrale  étant  prise  autour  du  point  x.  Clierchons  à  vérifier  que  cette 
intégrale  satisfait  à  l'équation  (4)  :  à  cet  effet,  observons  que  par  la 
différentiation  on  constate  que 

vA)     j  '^  =  -  ("  -h  z)  z"  (z  -  x)-i«^»'  e-' 

—  ^i  4-  x)  z"  {z  —  x)'^"*-^  e~'  —  rz"[z  —  x)-'""*-"  e—'; 

en  intégrant  alors  autour  du  point  ce  et  en  observant  que 

-r;   =  («  -f-  I  )  («  +  2)      : — ,, 

3o.. 
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on  Irouve,  en  divisant  par  -  («H-  i), 

o  =  x-^  +  (  I  -+-  x)  -^  4-  '^/z  +  r   Q„. 

dx^  ^  '   dx  ' 

Or,  si  l'on  avait  posé 


X, 


la  formule  (A),  intégrée  entre  les  limites  o  et  oc  ,  aurait  donné  par  le 
même  calcul 

d'  X„  /  s  (t^n  I  \  v 

O  =  j:  -— ^  +  (i  +  .r)-r-  -t-  («  •+-  i)X„, 

ce  qui  prouve  que  X„  est  aussi  une  solution  de  l'équation  (4).  Or  nous 
avons  vu  que,  si  X„  était  une  solution  de  (4),  X„e''  était  une  solution 
de  (5).  Nous  poserons 

n„  =  c^x„ 

et  la  fonction 

sera  une  solution  de  l'équation  (5).  La  solution  la  plus  générale  de  (5) 

sera  donc 

AF„  -f-  Bn„, 

A  et  B  désignant  deux  quantités  constantes.  Toutefois,  on  sera  obligé 
de  supposer  x  négatif  ou  imaginaire  de  manière  que  l'intégrale  H,, 
reste  finie. 

On  peut  encore  trouver  d'autres  expressions  de  la  fonction  P„.  Si, 
en  effet,  on  considère  la  fonction  Q„sous  la  forme  (elle  n'est  détermi- 
née qu'à  un  fiicleur  constant  près) 

Q« ^ -?;  (  e-"  cc'% 

^  1.2.3. ...  n  dx"  ^  ' 

on  voit  que,  si  l'on  développe  la  fonction  —  e~*,  z  étant  racine  de 

.r 

Z=  X  -r  tZ,       Z  =  .» 
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on  aura,  par  la  forniiile  de  Lagrange, 


-e'-'  = 


I  .2.3   ...  /2  dx"-' 


et,  en  différentiant  par  rapport  à  x. 


j37 


=  e  -^  H [xe-'']  -+-...  H ■  -—  f  e-'x") 

l  dx  ^  '  \  .1  ...  Il  dx"  '  ' 


Si  l'on  multiplie  par  e-*,  les  différents  termes  du  second  membre  au- 
raient pour  coefficients  les  diverses  valeurs  de  P„,  ainsi 


î— -  =  ,  H-  f  P,  {x)  +  i=P,  (a;)  H-  . . .  +  fV,,  (x)  +  . . .  . 
Et  nous  sommes  ainsi  conduits  à  définir  P„  comme  le  coefficient  de 

IX 

t"  dans  le  développement  de ;  on  aura  donc 

l'intégrale  étant  prise  autour  du  point  f  =  o.  Si  Ton  pose =  z, 

on  a 

27t  V  —  I    J      " 

l'inlégraie  étant  toujours  prise  autour  de  l'origine. 

Il  est  à  peine  nécessaire  de  faire  observer  que  l'équation  P„  =  o  a 
toutes  ses  racines  réelles  et  positives. 

6.  Je  passe  maintenant  à  l'étude  d'un  cas  important,  parce  qu'il  va 
nous  conduire  à  l'intégration  d'une  classe  très-étendue  de  fonctions. 
Posons 


(0 


'«(•^)  =  77»[(^-«r'(-^-'^)""]; 
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/•  cl  j  désignant  deux  nombres  quelconques.  Si  ces  nombres  sont 
posiiifs,  la  fonction  ç„  sera  encore  luie  solution  de  notre  problème; 
mais,  dans  ce  qui  va  suivre,  nous  leur  supposerons  des  valeurs  arbi- 
traires. Faisons  pour  un  instant 


nous  aurons 


/<  =  '  .r  —  rt 


I  fin  n  -^-  r         n  -h  .1 

II  dr.  X  —  a  X  —  h 


Si  Ton  diffcrentie  celte  équation  n  ^-  i  fois  de  suite,  on  a 


-——  [x  —  a)  (x  —  h)  +  -,-;:^  l  - 


X  +  l'h  -h-  as  +  a  —  /] 


d"ii 


—  — ^  («  +  I  )(«  +  /•  -T-  s]  =  o  ; 
ce  qui  peut  encore  s'écrire,  en  vertu  de  (i), 


d'-^,.  . 


(2)   \  -£  i-^-^)!^'  -^0+  7/^'il2  -  r-s)x-^-b[r-J)  -\- a  {s  -  i)] 


D'un  autre  côté,  on  peut  observer  que 

{■^)  \=f{z-ar^iz-br[: 


CAn  H-  \)  [n  -h  r  4-  s) 


-"-'(h. 


L'intégrale  étant  prise  le  long  d'un  contour  infinitésimal  décrit  au- 
tour du  point  .r  est  égale,  à  un  facteur  constant  près,  à  o„(x).  On 
|ieut  vérifier  connue  il  suit  que  Y  satisfait  à  l'équation  (2).  On  a 

d^z  -  n)"*'-*'  (e  -  b)"^'^'  (z  -  x]-"-^ 
=  o4:«+  r+i)(z-  b){z-  x) 

-{-  [ti  -h  s  ->r  i    i^z  —  a)  {z  —  x)  —  {n  +  2)  [z  —  a)  (/•  —  b]\. 
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w  désignant,  pour  abréger,  la  quantité 

(z  -  a)"-^'-  (z  -  b)"^'  (z  -  jcf"-'  c/z. 

Sil'on  intègrealorsaulour  du  point  jrelsi  l'on  multiplie  par  —  [ri-hi], 
on  trouve 

o  =/(«  -H  i)  w[—  («  +  r  +  i)  (z  -  b)iz  —  x) 

~  {n  -i-  s  -h  i)  {z—a)[z—  jc)  +  [n-\-  2)'z  -  a){z  —  b)\, 

et,  en  mettant  la  variable  z  —  a;  en  évidence  au  lieu  de  z, 

o  =^  f{n  -+-  i)  w  j(7i  +  2){jc  —  a)  {x  —  b) 

-^  [z  —  x)[i  z  —  r  --  s)  X  +  b  [r  —  \)  +  n[s  —  i)] 

-  («  +  rH-^)(z_x)-|; 
or  de  (3)  on  lire 

V=/oj(z  -  xf,     '—  =  [n-\-i)Jrj,{z-x), 

^    =(«+    ')("+2)JcO, 

et,  en  vertu  de  ces  formules,  l'équation  précédente  devient 

d'\  dV 

^A^^-  ^){^  -^)  +^[(^-  r-s)x^  b(r-  i)  -+- «(^  -  i^J 

—  (?/  H-  i)  («  +  r  -+-  j  )  V  =z  o. 

L'équation  (a)  est  donc  satisfaite  en  faisant  15?,,  =  V.  Mais  cette  véri- 
fication, si  l'on  y  regarde  de  près,  s'est  f.iite  sans  qu'il  ait  été  néces- 
saire de  supposer  ?i  entier,  et  en  supposant  l'intégrale  prise  le  long 
de  l'axe  des  x,  entre  les  limites  «  et  b;  d'où  celle  conclusion  impor- 
tante :  l'équation  (2),  quels  que  soient  «,  /',  s,  se  vérifie  en  posant 

ç;„  =    r'(2  -  rtj"+'-(z  —  b)"^'{z  -  x)-"^'dz; 

on  pourra  donc,  dans  lous  les  cas,  l'intégrer  complètement,  et  une  de 
ses  intégrales  sera  algébrique,  si  ii  est  entier. 
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Maintenant  posons 

a  -\-  b  =  —  p,     ab  =  fj,     2  —  s  —  r  =  g, 

b{r  —  1)  -h  a[s  —  1  j  =  /?,      —  (h  +  i)  («  -h  r  4-  s)  =  A; 

d'où  l'on  tire 


L'équation  (2)  prendra  la  forme  très-générale 

(3)  [x'^  -f-  px  +  q)~,  +  ig-r  +  '')'!l^''9^  o, 

que  l'on  sanra,  par  conséquent,  intégrer.  Il  y  a  plus,  comme  on  trouve 
deux  valeurs  de  11  |)our  une  même  valeur  de  k,  on  |iourra,  par  ce 
procédé,  trouver  tout  de  suite  les  deux  intégrales  de  l'équation  (3). 

Nous  ferons  encore  une  remarque  :  il  n'était  pas  nécessaire  de  vé- 
rifier que  l'intégrale  V  satisferait  à  l'équation  (a);  en  effet,  l'opéra- 
tion à  l'aide  de  laquelle  en  prend  une  dérivée  pouvant  se  ramener 
à  une  intégraiion,  il  était  facile  de  prévoir  que  toute  intégration  faite 
t'utre  des  limites  faisant  disparaître  les  termes  intégrés  par  parties 
pourrait,  dans  le  résultat  final,  être  substituée  à  une  dilférentiation. 
Cette  remarrpie  nous  permettra  de  généraliser,  un  peu  plus  loin,  la 
théorie  que  nous  venons  d'exposer,  en  évitant  des  calculs  qui,  sans 
cela,  deviendraient  d'im  longueur  rebutante. 

Lorsque  l'on  suppose  r  =  s  =  -■>  «=  —  1,^  =  1,  l'équation  (2)  se 
réduit  à 

— ^  (a:-  —  i)  -1-  -y-.r  —  («  +  i  Vc;,,  =  o. 

Cette  équation  |Hnit  s'intégrer  par  les  moyens  ordinaires;  son  inté- 
grale est 

Acos(«  -f-  i)arccosa:  +  J5  sin(//  +  i)arccos.r, 
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A  et  B  désignant  deux  constantes;  on  en  conchit  facilemeni  que,  à  un 
facteur  constant  près, 

•       /  N  ^"    /        o  v«  +  -|- 

sin(«  +  I  )  arccosx  =  —  (  j:- —  I  )      -, 
formule  connue. 

7.   Proposons-nous,  maintenant,  de  satisfaire  aux  équations 

(i)    /    o[x)dx  =  g^,     J    o{jc]ji-dx  =  g,,      ...,      j   (p{x)x"Hx==g,„ 

go,  g,,  ■■■■,  gn  désignant  des  constantes  données.  Désignons  par  o~"(a) 
la  ^î"""""  intégrale  de  i^{x),  s'annulant  pour  x  =  a,  on  aura 

J    '^[x)dx  = '^-\b)  =  g„, 
/    f(x)xdx  ^  o~*{b)b  —  (^"'-[b).  ï  =  g,, 


f  <f{x).i.''dx=  (p-'[b)b"-  o-''{b)nb"-* 
+  f~^  {b)ri{n—  i)b"'- ...  ±  (p-"~'  i.a.  3...«  =  g„. 
Ces  équations,  respectivement  multipliées  par 

b", b"  \    — b"  -,    ...,    ...  ±  I 

'  I  '  1.2 

et  ajoutées,  en  observant  que 

n        n   n  —  i  :  ,  , 

J j .  .  .   ±  I  =  (l   —   l)"=  O, 

I  1.2  \  /  ' 

-  .  I ^ .  2  +  .  .  .  j:  7i  =  72  (l  —  I  "      =  O, 

I  1.2  -1  \  . 

) 

donnent 

Nous  désignerons  par  F,//;)  le  polynôme  écrit  dans  le  second  membre, 
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et  qui,  symboliquemenl,  est  égal  à  (ft  —  g)";  liOiis  aurons  alors 

Cela  posé,  la  fonction  '>-"+"  (j:)  jouit  des  propriétés  suivantes  : 
i"  elle  se  réduit,  ainsi  que  ses  n  premières  dérivées  pour  x  =  h,  res- 
pectivement aux  II  -h  I  quantités 

F„ib]  F„_,(6)  F,(i' 


1 .2. 3  ...  n         1.2.3 


Fo(/0  =  ^«- 


2°  elle  s'annule,  ainsi  que  ses  7i  premières  dérivées,  jiour  x  ==  n.  La 
première  propriété  nous  permet  de  la  mettre  sous  la  forme 

"  ^       '  I  .2     3  ...  « 


1.2.  j  .  .  .  [n  —  ij 

( ,,. _  ;, ',a        ¥„_,[b'} 

1.2         I  .  2  .  .  .   [  «  —  2  ) 

'■'--''•'' -g,  ^.-{x-br-'O'x), 


/i'- 


0{x}  désignant  une  fonction  que  l'on  peut  supposer  finie  pour  x  —  h. 

,  F„_,(.7:l  F„_J.rl  ^    , 

On   peut  observer  que 5 -, ;»  5 —.  ■•■  sont  les 

f^  ^  I.2.3...(«  —   I)       1.2.0...   t«—    2) 

F    ^  r) 

dérivées  successives  de V* ^ — '  ai"si  qu'il  est  facile  de  le  constater 

I . 2 . 3  ...  «  ' 

par  un  calcul  direct;  il  en  résulte  que  la  formule  précédente  peut  aussi 
-s'écrire 

(3)  'r"^'^{x)  =  Y^~^„  +  (^  -  *r'5(x). 

Mais,  d'après  la  seconde  propriété  de  la  fonction,  si  l'on  divise  |)<ir 
{x  —  6  i""*"'  et  si  l'on  différentie  n  fois  le  i-ésultat,  on  aura  71  +  i  rela- 
tions qui  devront  avoir  lieu  pour  x  —  a,  en  supposant  9~'(«)  =  o, 
^-■^(<i)  =  0,  ...,  ^~^'""*'"(a)  =  o,  ce  qui  donne 


1.2.3  ...  n 

d       F„(g) 
da  1.2.3  ...  n 


^'(«)=-;É  7^^^  («-*)-"-". 
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on  en  conclut  le  développement  de  0{x) 


•j[JC      =  — 


^      '  I  .  2  ...  «  ^  1       (la  1 .2  ...  n 

I^a  formule  (3)  devient  ainsi 


„-(«+!)  f  -y. 'l    ^ 


^       '  I  .  2  .  3   ...    «  ^  '  L I  .  2    3    .  .  .    «  ^  ' 

enfin,  en  différentiant  n  +  i  fois 

rJx)^  -  i~~  \  ix  -  b)"^'\       ^"j"'       (a  -  i)-"'+';  +  .  .  .1 
'  ^     '  dx"-^'  (  ^  '        I    1  . 2 . 3  .  .  .  n  "  '  J 


la  solulion  cherchée  y(.r)  se  compose  de  deux  parties  dont  l'une  est 
un  polynôme  de  degré  ri  et  dont  l'autre  est  de  la  forme 

^^  {x  —  a)"^'  {x  -b)"^'  <i^{x), 

et  n'est  autre  qu'une  aibitrai/e  d'intégration;  en  faisant  abstraction 
de  cette  arbitraire,  on  a 

(3  bis)  ^[x)  =  -  £;-  [{X  -  b)"-'  e[x)]  ^J^„ 

et 

Q(x)  —  -, — —■-  -h  (x  —  a):^]  -, —    .  „^,   +  •  •  • 

1.2.3  —  n  da"  \_[a  —  6)"-*"' J 

On  peut  mettre  la  fonction  0  sous  une  forme  un  peu  différente;  en 
effet,  en  prenant  les  résidus  relativement  au  point  a,  on  a 


,      ,  n        F„(z)        r       I  .r  —  a  { x  —  a]"  ~\ 


ou  bien 


"^K-""!  —  C  [z—bY+'        (z— x)  (z-a)"+' 
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Olle  (oriniile  peut  ei)core  s'écrire 

^f[X)—  <^    ,3_^,^„+,   f3_^|„-H    (3_y,. 

par  suite  la  foniuile  (3  bis)  donne 

[Hj  r'^-^)  —   1.2.3  ...  /i      ,lx"*'  <^  [z—  a)'->-'  [z- b]"->-'  [z-jr- 

Dans  celte  formule  le  résidu  est  relatif  au  point  a,  mais  on  peut  le 
prendre  par  rapport  au  point  b  en  changeant  le  signe;  en  effet,  le 
résidu  total  est  nul,  carie  dénominateur  de  la  quantité  placée  sons  le 
signe  C  est  de  degré  supérieur  de  plus  de  deux  imités  à  celui  du  nu- 
mérateur. On  a  donc 

^a+  ^b  +  ^x  =  <h 

en  représentant  par  £„,  Ct,  Cxi  pour  abréger,  les  résidus  relatifs  aux 
points  n,  b,  .r.  Or  c^  est  égal  à  F„(.r);  cette  fonction,  différentiée  ri 
fois,  donnera  un  résultat  nul,  et  l'on  a 

il  sera  donc  permis  de  transporter  la  double  parenthèse  dans  (12 
autour  de  (s  —  b)"'*'\  à  la  condition  de  changer  le  signe  du  second 
membre.  Celte  formule  \^/\)  se  transforme  donc  comme  il  suit  : 

£)  (jc)  = -y-—        X  —  (l    "+'  1  .r  —  A    "+'  -j-^- -j-r^. 

'    ^      '  I  .2  ...  «  1'  lU:"-*-'  |_  "«    («  —  b\"^'    a  —  .r    J 

>-'    r  .  d"  F    /;  1  I 

-,\{X-  a}"^'    .T  -  A)'-'  -.-  -, 1^. • 

-*-'[''  '         ^  '         db"  :  b  —  fi)"^'  :  b  —  x  1  \ 


—  I  d^ 

'  r .  2  .  .  .  «  )'  dx" 


8.  On  peut  donner  un  peu  plus  de  généralité  aux  résultats  qui  pré- 
cèdent et  en  déduire  quelques  conséquences  intéressantes.  Je  suppose 
que  l'on  désire  une  fonciion  (p„{x)  satisfaisant  aux  fornndes 

f!p„{x)djc  —  o,      Ç  x'^„{x)dx  =  o,    ...,     fx"~*o„[x)({x  =  o, 
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quand  on  prend  pour  limilrs  des  intégrales,  non-seulement  a  el  /;, 
mais  encore  h  et  c,  etc.  Il  est  clair  que  la  solution  de  cette  question 
sera  donnée  par  la  formule 

?'«(.x-)  =  ;J^,  (.r  -  af{x-h)"[x-  c)"  .  .  .  <];(j"), 

la  fonction  4'(-^)  étant  choisie  de  manière  à  ne  pas  devenir  infinie 
pour  X  ^  a,b,  c,. . ..  Bornons-nous  à  considérer  la  fonction 

<f„{x)  =  -^^{x—  a)"-"'{x  -  b)"-^'{x  —  c)"^'. 

Il  est  facile  de  voir  qu'elle  satisfait  à  une  équation  très-générale  du 
troisième  ordre  et  linéaire,  que  l'on  saura  par  suite  intégrer  complète- 
ment. Si  l'on  pose 

11  =  {x—  «)"+'■  {x  —  b)"^'(x  —  c)"+', 
on  aura 

rlir  I  //  -^  r         n  -\-  s         n  -\-  I  \ 

d.r  \x  +  a        X  —  u        X  —  c  ] 

ou  bien 

■—{x  —  a)  [x  —  b)  [x  —  c)  =  u{n  -h  r)  [x  ~  b]  [x  —  c)  -h  .... 
.Si  l'on  différentie  «  +  2  fois  cette  formule,  on  trouve 

011  bien 

{x-a)[x-b)(x-c)^:^-V^-i-q-^;  +  R.„  =  o, 

formule  où  P,  Q,  R  sont  des  polynômes  en  x  des  degrés  2,  1,0.  Ces 
polynômes  ne  seront  pas  les  plus  généraux  de  leius  degrés,  mais  ils 
dépendront  des  paramètres  n,  r,  s,  t.  Quant  à  l'équation  à  laquelle  on 
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parvient,  elle  admet  les  solutions 

j\z-a)"*'-  [z  -  l>r'  (s  -  c)"^'[z  -  x)-"-'  di, 
l"{z  -  rt  i"-*-^  (2  -  h)"^'  (z.  -  6')"+'  [Z  -  x)-"-'  (h, 

lors  nième  que  n  n'est  pas  entier,  et  l'on  peut  par  suite  l'intégrer  com- 
plètement. 
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Sur  la  détermination,  en  un  point  d'une  surface  du  second 
ordre,  des  axes  de  l' indicatrice  et  des  rayons  de  courbure 
principaux  ; 

Par  m.  LAGUERRE. 


1.  Soit  une  surface  de  second  ordre 1- •—  +  -  =  i  et  un  point 

abc  ' 

M  de  cette  surface  dont  les  coordonnées  soient  Ç.  v;,  'Ç.  On  a  la  rela- 
tion 

^    '  abc 

et  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  normale  menée  au 
point  M  sont  données  par  les  formules 

+  '-)'   J  =  -'î('  +  3 

où  X  détermine  un  paramètre  variable.  Je  supposerai  \  déterminé  de  telle 
sorte  que  le  point  considéré  soit  un  des  centres  de  courbure  princi- 
paux de  la  surface  au  point  M. 

En  désignant,  pour  un  instant,  par  Xq,  ja  et  ^a  les  coordonnées  de 
ce  point,  les  pieds  des  normales  abaissées  de  ce  point  sur  la  surface 
sont,  comme  on  le  sait,  déterminés  par  les  équations 

■n  —  X  _  n  —j  _  z»  — z  _ 

x       ~       y  z  '  "* 


24H  LAGIERRE. 

OÙ  0  désigne  nne  rncine  quelconque  de  l\'i]i!ation 

nxl  h  ri  rzl 

— 1 — î 1 ^-    =  I 

a  -)-  li  )  -         .  b  -\-  p  ■         [c  +  p  ^ 

que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

,/j4-).)'?'  [b  -h  D'y,'  (r -l-Àl'i;'  _ 

rtf«-fp)-         b  (b -i- p  y        C[c-i-pi- 

Puisque,  par  hypothèse,  le  point  {xg,j^g,  z„)  est  un  des  centres  de 
courbure  principaux  de  la  surface  au  point  M,  l'équation  précédente 
en  p  doit  avoir  une  racine  double  égale  à  X;  cette  équation  est,  en 
effet,  en  vertu  de  la  relation  (i),  identiquement  satisfaite  quand  on  y 
fait  p  =  1;  mais,  de  plus,  la  dérivée  doit  encore  s'annuler  pour  celle 
valeur;  d'où  l'équaîion  suivante  : 

,    ,  P  »=  f- 

(  i] 1- 1 — ■ — ^ =  o. 

^     '  a[a-\-l)         b(b-\-l)         c  c -^Ij 

qui  d(mne  les  valeurs  de  ).,  déterminant  les  deux  centres  de  courbure 
principaux  au  point  ÏNI. 

2.  Les  pieds  des  normales  abaissées  du  point  (^o>/o)  ^o)  sur  la  sur- 
face se  trouvent  sur  la  cubique  gauche  déterminée  par  les  équa- 
tions 


\ab/  b  a  '        "      \ b         c  J  c  b 


xy 


multiplions  la  première  de  ces  équations  par  ;„,  la  deuxième  par  x^  et 
la  troisième  par  j'o,  il  viendra 

•^^■^«  (^  -  l)   ■^J^-'o  {'b   -  0  +   =^J«  {^--a)=  "' 

équation  du  cône  ayant  pour  sommet  le  centre  de  la  surface  et  con- 
tenant les  pieds  des  normales. 
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Il  est  clair  que  le  plan  tangent  à  ce  cône  au  point  [S,,  y?,  Ç)  est  le  plan 
passant  par  le  centre  de  la  suif.ice  et  l'axe  de  l'indicritrice,  au  point  M, 
qui  correspond  an  centre  de  courbure  considéré. 

L'équation  rie  ce  plan  tangent  est 

ou,  en  remplaçant  jc^,  /o  et  Zp  par  leurs  valeurs  et  faisant  quelques 
réductions  faciles, 

(3)      [a^l)[b-c]j  +  {b-h}.){c-n)^-  4- (c  ^- )/■(«- èy  J  =  o. 

5.  Soient  X'  et  X"  les  deux  racines  de  l'équation  la),  elles  correspon- 
dent aux  deux  axes  de  l'imlicatrice  et  aux  deux  centres  de  courbure 
principaux  corrélatifs. 

De  ce  que  je  viens  de  dire  il  résulte  que  le  |)lan  passant  par  le 
cen'.re  de  la  surface  et  l'un  des  axes  de  l'indicatrice  a  pour  équation 

Considérons  le  centre  de  courbure  principal  N  correspondant  à  l'autre 
axe  de  l'indicatrice;  les  coordonnées  sont  données  par  les  formules 


i 


V)'  j^-^f'  +^-Â 


Soient  A,  B,  C  les  points  où  la  normale  IMN  rencontre  respectivement 
les  plans  principaux  de  la  sui  face  0j>'3,  Oixet  Ojcj  . 
Les  coordonnées  du  point  C  sont 


i'-ih  ^-<'-iy 


Parce  point,  menons  un  plan  perpendiculaire  à  la  normale  et  pre- 
nons son  intersection  avec  la  droite,  menée  par  le  point  N,  parallèle- 
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ment  à  l'axe  des  z.  En  désignant  par  C  ce  point,  un  calcul  facile  montre 
que  ses  coordonnées  ont  pour  valeurs 

où  j'ai  posé,  pour  abréger, 

P  =  i:  +  ^  +  V 


Menons  de  même,  par  le  point  B,  un  plan  perpendiculaire  à  MN 
et  désignons  par  B'  le  point  où  ce  plan  rencontre  la  droile  menée  par 
N  parallèlement  à  l'axe  des/;  ses  coordonnées  seront  données  pai' 
les  formules 


i  -h- 


Désignons  enfin  par  A'  le  point  où  la  droile  menée  pir  le  point  N, 
parallèlement  à  l'axe  des  ce,  rencontre  le  plan  mené  par  A  perpendi- 
culairement  à  j\IN. 

Le  plan,  passant  par  le  centre  O  de  la  surface  el  les  |)oinls  R'  et  CV, 
a  pour  équation 

'  \         oc  y 

I         V'\        ù<b+\") 

n'  +  TJ-       ;— ^* 
ou,  en  effectuant  les  calculs, 


:5) 


fi[a  +  X")  b(b-h  X")  ^  c{c  +  l") 


CeHe  équation  étant  symétrique  par  ia])port  aux  lettics  .r,  y  el  z,  on 
en  conclut  que  le  plan  OB'C  passe  par  le  point  A'.  Ainsi,   les  trois 
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points  A',  B'  el  C  sont  situés  dans  nn  même  plan  passant  par  le  centre 
cJe  la  surface. 

Je  dis  maintenant  que  ce  plan  passe  par  l'axe  de  l'indicatrice,  au 
point  M,  qui  correspond  au  centre  de  courbure  principal  distinct 
deN. 

L'équation  (2)  donne  en  effet  l'identité  s  livante  : 

^■'  ( h  +  À)  (r  H-  À)  +j{c  +  X)  {a  + }}  +  ^^  {n  4-X) {b  +  X)  ^-  (X  -  X'j  (X-  X") , 
d'où,  en  faisant  >.  =  —  <?, 

a  {a  -h  X")  = 
et  de  même 

/;(/;  +  >")  =- 

'''  (c-+-X')(«  — 6) 

Portons  ces  valeurs  dans  l'équation  (5),  il  vienrira 

xlri  -\-V){h  —  c)         j(6+X')(r— n)  z{r -^l')  {n  ~  b)  _ 

-  ^  i  -  I-  .  -  _o; 

c'est  précisément,  comme  on  le  voit  par  la  relation  (4),  l'équation  du 
pian  passant  par  le  centre  de  la  surface  et  l'^ixe  de  l'indicatrice  con- 
jugué au  centre  principal  de  courbure  distinct  de  N.  La  proposition 
est  donc  démontrée. 

-4.  De  là  résulte  immédiatement  le  théorème  suivant  : 

Tbhorème  î.  —  Soient  un  point  M  situé  sur  une  surjace  du  second 
ordre,  MT  et  MT'  les  tangentes  aux  deux  lignes  de  courbure  qui  se  croi- 
sent en  ce  point.  Par  la  droite  MT'  et  le  centre  de  la  surjace  menons  un 
plan  P;  puis,  au  point  où  la  normale  élevée  au  point  M  rencontre  un  des 
plans  de  symétrie  de  la  surface,  un  plan  perpendiculaire  à  cette  nor- 
male. Ce  plati  coupe  le  plan  P  suivant  raie  droite;  par  cette  droite,  me- 
nons un  plan  perpendiculaire  au  plan  de  symétrie  considéré.  Ce  dernier 

il.. 
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plan  rencontre  la  normale  nu  centre  de  courbure  de  In  section  normale 
de  la  suif  are  qui  est  t  animent  e  à  la  droite  JMT  ['J. 

a.  La  normiile,  menée  à  la  surface  par  le  point  M,  rencontre  les 
trois  points  de  symétrie  de  cette  surface  aux  points  A,  B  et  C. 

Menons  par  ces  points  des  droites  respectivement  perpendiculaires 
à  ces  plans  de  symétrie.  Ces  droites,  tpii  ont  pour  équation 


.,r       i>\  .,(       b\ 

sont  trois  génératrices  d'un  liyperboloïde  H;  je  dirai  que  ces  généra- 
trices sont  du  système  (G).  Cet  hyjjerboloïde  admet  un  autre  système 
de  génération  (G');  trois  des  génératrices  de  ce  système  sont,  en  par- 
ticulier, déterminées  par  les  équations 


^)- 


J 


(6)  r  =  -i  ' 


Considérons  le  centre  de  courbure  N  de  la  surface,  situé  sur  la  nor- 
male au  point  N  et  correspondant  à  l'axe  de  l'indicatrice  WY. 

La  génératrice  de  l'Iiyperboloïde  II,  passant  par  N  et  appartenant  au 
système  (G),  se  détermine  facilement  par  la  condition  qu'elle  ren- 
contre les  droites  définies  par  les  équations  (6);  on   trouve  ainsi  que 

[*]  Ce  ihéorème  est  l'exlension  .tux  suifaces  ilii  cecond  orJie  d'iinr  l'icij.intc  [)ro- 
position  due  à  M.  Mannluim  : 

Si,  nu  point  où  la  normale,  élevée  en  un  point  M  d'une  conique,  rencontre  un  axe 
de  cette  conique,  on  mène  une  droite  perpendiculaire  à  cette  normale,  la  droite,  passant 
par  le  point  de  rencontre  de  cette  perpendiculaire  avec  le  diamètre  qui  aboutit  au 
point  M,  et  menée  perpendiculairement  à  l'axe  considéré,  rencontre  la  normale  nu 
centre  du  cercle  osculateur  en  1\I. 
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ses  équations  sont 


-s('  +  ^)    r-  »3(i  +Pj    z-b(' 


V" 


a{a-hl")  b[b-i-l")  c[c-^-},"] 

En  les  comparant  à  l'éqiintion  (5),  on  en  conclut  iimnédiatement  que 
cette  génératrice  est  perpendiculaire  au  plan  OMT'. 
D'où  la  proposition  suivante  : 

Théorème  II.  —  La  normale,  menc'e  en  un  point  M  d'une  surface  du 
second  ordre,  rencontre  les  plans  principaux  de  cette  swjàce  en  trois 
points.  Menons  respectivement  par  ces  points  trois  dioites  (D)  perpen- 
diculaires aux  plans  principaux;  elles  déterminent  un  hype.rbolov'.e. 

Cela  posé,  on  peut  constridre  deux  génératrices  de  cet  hyperboloïde, 
appartenant  au  même  sjstème  que  les  droites  (D)  et  perpendiculaires 
au  diamètre  passant  par  le  point  M.  Ces  génératrices  rencontrent  la 
normale  aux  deux  centimes  de  courbure  principaux  de  la  surface  rela- 
tifs au  point  M  et  les  plans,  menés  par  le  diamèti  e,  perpendiculaire- 
ment à  ces  deux  génératrices,  coupent  le  plan  tangent  en  I\î,  suivant 
les  axes  de  l'indicatrice. 

Il  est  à  remarquer  qu'en  désignant  par  MT  et  MT'  les  tangentes  à 
l'indicatrice,  et  par  N,  N'  les  centres  de  courbure  des  sections  nor- 
males correspondantes,  le  plan  mené  par  OM  perpendiculairement  à 
la  génératrice  de  l'hyperboloide  passant  par  le  point  N  coupe  le  plan 
tangent  suivant  la  droite  MT'. 

II. 

6.  Les  trois  axes  d'une  surface  du  second  ordre  étant  donnés  de 
position,  cette  surface  est  déterminée  si  l'on  se  donne  un  de  ses  points 
m  et  la  normale  en  ce  point.  Ces  données  sont  donc  suffisantes  pour 
obtenir  en  ce  point  les  directions  des  axes  de  l'indicatrice  et  les  cen- 
tres de  courbure  yjrincipaux. 

A  cet  effet,  on  peut,  pour  déterminer  les  axrs  de  l'indicatrice,  em- 
ployer la  construction  suivante  : 

Soient  OA  et  OB  deux  des  axes  de  la  su/face  du  second  ordre,  M  la 
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projection  du  point  m  sur  le  plan  de  ces  axes,  N  et  VQ  les  traces  sur  ce 
même  plan  de  la  normale  et  du  plan  tangent  au  point  M;  PQ  est, 
comme  on  le  sait,  perpendiculaire  à  MN. 

Construisons  le  point  de  rencontre  (x  des  hauteurs  du  triangle  OMN  ; 
puis,  de  ce  point,  abaissons  des  perpendiculaires  GTI  c^  GK  sur  les 
axes  OA  et  OB.  La  droite  KTI,  cpti  joint  leurs  pieds,  rencontre  VQ  au 


point  I.  Menoiis  du  point  I,  au  cercle  décrit  sur  MN  comme  diamètre, 
une  droite  touchant  ce  cercle  au  point  T,  et,  du  point  I  comme  centre, 
décrivotis  un  cercle  ayant  IT  pour  ra/on  :  ce  cerde  rencontre  PQ  en 
deux  points  R  e<  R'. 

Les  droites  MR  et  MR'  sont  les  projections  sur  le  plnn  OAB  des  a.\es 
de  r  indicatrice  an  point  RI. 

Démonstration.  —  Soient  /?2L  un  des  axes  de  riiidicalrice  au  point  m 
et  F  le  centre  de  courbure  de  la  section  normale  correspondante.  Deux 
des  normales,  que  l'on  peut  mener  du  point  F  à  la  surface,  ont  leurs 
pieds  en  m  et  un  point  m'  situé  à  une  distance  infiniment  petite,  sur 
l'axe  /nL;  on  sait  d'ailleurs  (|ue  les  pieds  des  normales,  le  point  F  et 
les  quatre  sommets  du  tétraèdre  formé  j)ar  les  jilPins  principaux  de  la 
surface  et  le  plan  de  l'infini,  sont  situés  sur  une  même  cubique 
gauche.  Il  en  résulte  que,  si  l'on  joint  le  point  m  au  point  w',  au 
point  F  et  aux  quatre  sommets  du  tétraèdre,  on  a  six  droites  situées 
sur  un  même  cône  du  second  ordre. 

En  d'autres  termes,  les  droites  mei.ées  |)ar  le  point  ;//  parallèlon)ent 
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aux  axes  de  la  surface,  la  normale  en  ce  point,  le  dianièlre  passant 
par  ce  point  et  l'axe  de  l'indicatrice  mT,  sont  sur  un  même  cône  du 
second  ordre.  On  voit  que  ce  cône  est  circonscrit  à  un  trièdre  trirec- 
tangle;  par  suite,  et  en  vertu  d'une  proposition  bien  connue,  le 
deuxième  axe  7?2T' de  l'indicatrice  au  point  m,  étant  perpendiculaire  aux 
deux  génératrices  inT  et  mFdii  cône,  est  également  situé  sur  ce  cône. 

Considérons  les  traces  de  ces  six  droites  sur  le  plan  OAB;  elles  sont 
situées  sur  une  même  conique;  d'où  cette  conclusion  : 

Les  traces  des  axes  de  l'indicatrice  sur  le  plan  OAB  sont  doiuiées  par 
l'intersection  de  la  droite  PQ  avec  l'hyperbole  équilalère  passant  par  les 
points  O,  M,  N,  et  ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  droites  OA  et  OB. 

Pour  construire  ces  points  d'intersection,  je  remarque  que  le 
point  G,  où  se  rencontrent  les  hauteurs  du  triangle  OMN,  est  situé  sur 
cette  hyperbole.  Si  donc  du  point  Gin  on  abaisse  des  perpendicu- 
laires sur  les  axes  OA  et  OB,  la  droite  HK,  qui  joint  leurs  pieds,  est  le 
diamètre  de  l'hyperbole  conjuguée  à  la  direction  PQ.  En  effet,  cetle 
droite  fait  avec  les  axes  des  angles  égaux  à  ceux  que  fait  avec  ces  axes 
la  droite  PQ,  et,  de  plus,  elle  passe  par  le  point  milieu  de  la  corde  OG 
de  l'hyperbole,  corde  parallèle  à  PQ.  Le  point  I,  où  RH  rencontre 
PQ,  est  donc  le  point  milieu  des  deux  points  R  et  R',  où  les  axes  de 
riudicatrice  rencontrent  la  trace  du  plan  tangent. 

Pour  achever  de  déterminer  ces  points,  je  remarque  que  l'angle 
R^nR'  est  droit.  Considérons  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  m 
sur  PQ;  le  pied  de  cette  perpendiculaire  est  le  point  S,  où  PQ  ren- 
contre MN.  On  a 

SB  .  SR  =  1^'  =  SM  .  SN  ; 

ou  bien  encore,  si  l'on  désigne  par  w  le  centre  du  cercle,  décrit  sur 
MN  comme  diamètre,  et  par  p  le  rayon  de  ce  cercle, 

Ïr'  -  îs'  =  S^'  -  p-'  ; 

d'où  l'on  conclut  que  les  cercles,  décrits  respectivement  sur  RR'  etMN 
comme  diamètres,  se  coupent  à  angle  droit;  et  de  là  résulte  immé- 
diatement la  construction  que  j'ai  donnée  ci-dessus. 

7.   Pour  déterminer  maintenant  les  projections  sur  le  plan  AO!5  des 
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centres  de  courbure  principaux  de  la  surface  au  point  rn,  il  suffit 
d'inscrire  une  parabole  dans  cbacun  des  quadrilatères  formés  respec- 
tivement par  les  droites  OA,  OB,  MN,  MR  et  OA,  OB,  MN,  MR'.  Les 
points  de  contact  de  ces  paraboles  avec  la  droite  MN  sont  les  projec- 
tions clierchées  des  centres  de  couriiure  [n'inci|)aiix,  et  ils  se  détermi- 
nent, comme  ou  le  sait,  très-f;icileinent  au  moyen  de  simples  ligues 
droites. 

Cette  conslruclion  est  justifiée  par  le  théorème  suivant  : 

Si,  sur  le  plan  de  deux  des  axes  de  symétrie  OA  et  OB  d'une  snrjace 
de  second  ordre,  on  pmjetle  la  normale  en  un  point  ni  de  cette  surface 
et  l'un  des  axes  de  l'indicatrice  en  ce  point,  la  parabole,  tangente  aux 
projections  de  ces  deux  droites  et  aux  axes  OA  et  OB,  touche  la  projec- 
tion de  la  normale  en  un  point  qui  est  la  projection  du  centre  de  cour- 
hure  de  la  section  normale  passant  par  l'axe  de  l'indicatrice  considère'. 

Démonstration.  —  Soit  luL  l'axe  de  l'indicatrice  considéré  et  F  le 
centre  de  courbure  principal  coriespondant.  Comme  je  l'ai  déjà  rap- 
pelé, deux  des  normales  que  l'on  peut  abaisser  ilu  poini  F  sur  la  sur- 
face ont  leurs  pieds  au  point  m  et  au  point  m',  siiué  à  une  distance  in- 
finiment petite  sur  ]ML. 

Soit  p  le  pied  d'une  autre  normale  quelconque  pa-sant  |)ar  le 
point  F  ;  on  sait  que  les  sommets  du  tétraèdre  ¥  mm'  p  et  du  tétraèdre 
forme  par  les  plans  principaux  de  la  surface  cl  le  plan  à  l'infini  sont 
situés  sur  une  même  cubique  gauche. 

Par  suite,  en  vertu  d'un  théorème  connu,  les  faces  de  ces  tétraèdres 
sont  osculatrices  d'une  autre  cubique  gauche,  et  le  |)lan  normal  prin- 
cipal F t/wi'  est  coupé  par  les  sept  autres  faces  suivant  cinq  droites 
tangentes  à  une  même  conique. 

En  d'autres  termes,  le  plan  normal  principal  passant  par  7?iL  coupe 
les  trois  plans  principaux  de  la  surface  suivant  trois  droites.  Ces  trois 
droites  et  la  normale  au  point  m  sont  tangentes  à  une  parabole  tou- 
chant la  normale  au  point  V  ;  par  suite,  les  projections  des  trois  droites 
<  t  de  la  normale  sont  tangentes  à  une  parabole  touchant  la  projection 
de  la  normale,  au  point  qui  e.-.!  la  j)rojectiou  de  F;  d'où  la  proposi- 
tion énoncée  ci-ilessus. 
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Sur   l'équilibre  relatif  (F une  /nasse  fluide  soumise   ii  l'aetion 
de  corps  quelconques; 

Par  m.  YILLIE, 

Ingéniiîur  des  Mines, 
Professeur  à  l'Université  catholique  de  Lille. 


1 .  Considérons  un  corps  solide  en  mouvement,  et  supposons  qu'une 
masse  fluide,  accompagnant  ce  corps  solide,  conserve  une  position 
fixe  et  une  distribution  invariable  des  masses  de  ses  divers  points, 
relativement  à  ce  corps  solide;  nous  supposerons  que  cet  équilibre 
relatif  a  lieu  dans  le  cas  le  plus  général  que  nous  présente  la  nature, 
c'esl-à-dire  sous  l'influence  des  actions  du  corps  solide,  de  la  masse 
fluide  sur  les  points  de  son  intérieur,  et  de  corps  extérieurs  quel- 
conques, soumis  à  la  seule  condition  de  déterminer  le  mouvement 
propre  delà  masse  fluide  considérée,  de  façon  à  assurer  l'équilibre  de 
cette  masse  liquide  ou  gazeuse. 

S'il  s'agit,  par  exemple,  du  globe  terrestre,  les  conditions  dans  les- 
quelles nous  nous  sommes  placés  reviendraieut  à  supposer  qu'il  n'y 
a  ni  vents,  ni  marées.  Les  conséquences  que  nous  tirerons  de  l'étude 
du  problème  actuel  devront  donc  s'ajipliquer  à  peu  près  à  notre  pla- 
nète, sans  quoi  il  y  aurait  des  déplacements,  non  plus  simplémetit 
faibles  et  périodiques,  mais  très-importants  de  la  masse  fluide  qui 
l'entoure. 

2.  Rapportons  le  système  en  mouvement  à  trois  axes  rectangulaires 
fixes  dans  l'espace  OX,  OY,  OZ,  et  considérons  trois  autres  axes  éga- 
lement rectangulaires  ox,  0/,  nz  fixes,  par  rapport  au  corps  en  mou- 
vement que  nous  considérons;  soient  G  l'accélération,  et  |,  v;,  Ç   les 
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coordonnées  de  O,  point  qui  sera,  par  exemple,  le  centre  de  gravité 
de  l'ensemble  du   corps   et    de    la   niasse   fluide  qui   l'accompagne. 

Chaque  éiénient  fluide  dont  il  s'agit  est  en  équilibre  sous  l'action 
des  foices  suivantes  . 

1°  I.a  pression  P  de  la  masse  fluide,  au  |)oint  (X,  Y,Z),  pression  qui, 
de  même  que  la  densité  p,  au  même  point,  est  supposée  ne  dépendre 
que  des  trois  variables  x,  /,  z,  lesquelles  sont  indépendantes  du 
temps  t., 

2°  L'attraction  du  corps  solide  qu'entoure  la  niasse  fluide; 

3°  L'attraction  de  cette  dernière  niasse  sur  le  point  que  l'on  consi- 
dère à  son  intérieur; 

4°  L'attraction  des  corps  extérieurs  en  mouvement; 

5°  La  force  d'inertie  résultant  du  mouvement  du  point  dont  il 
s'agit. 

5.  Appelons 

y  le  coefficient  de  l'atlraction  universelle; 

V  le  potentiel  de  l'action  du  corps  considéré  sur  les  points  extérieius; 

V  le  potentiel  de  l'action  de  la  masse  fluide  sur  les  points  de  son 
intérieur; 

V,,  Vj,  ..-,  V„  les  potentiels  des  actions   des  corps  extérieurs  A,, 
Aj,  .  . .,  A„. 

Pour  l'équilibre,  il  faut  et  il  sultit  que  l'on  ait  en  chaque  point 

'I7iz~'' X'dz'^  Iz'^  Zàllz)  ~li?' 

On  a,  d'ailleurs,  entre  les  coordonnées  d'un  même  point  dans  les 
deux  systèmes,  les  équations 

I  X  =  Ç  -)-  ax  ■+■  bj  -h  cz, 

(a)  Y  =ïj -f- a'x -)-//;' ^- c'z, 

(  Z  =  Ç  +  a"x  -{-  b"j  +  c"  z, 
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qui   donnent,  à  l'aide  de  deux  différentiations  successives  et  en  te- 
nant compte  (le  la  constance  des  coordonnées  x,  y  et  z, 


d'Ji  _ 

dp  ~ 

d'I  d'à 
dP+'^'dP 

d'-b 

-^y-dp 

d-'c 
dp 

ePY 
dp   " 

d'n  d'n' 
-dl^^^'lp 

(py 

d'c' 
+  ^-dP 

cPZ 

~dP  ~ 

r/'Ç  d--n" 
dP^""   dP 

dU>" 

d'c" 

^'-dF 

Les  équations  de  l'équilibre  peuvent  donc  s'écrire 

l  Ifj^  __  fl  dy        f/V        V'f/V.A  f  d-l  d^a  d'b  d'c' 

[~fd^-J\;i\^lX^Zj'^j~\'dI''^^lip'^y~dP^^~dï\ 

pdY-J\dY^lÏY'^  24~dY)   ~  ['dP'^^'dP   ^y^îp-^  ^Ip 

Ph"  (Pc" 

dp  dp 


,fdV  dV  \^dy„\  [d'r,  (Pa' 

'pdz~-'\dz'^~dz  '^  2j~dz)  ~  \dp'^  "^lîp  '^y 


Les  quantités  p  et  P  sont  fonctions  de  t  et  des  coordonnées  X,  Y,  Z, 
qui  dépendent  elles-mêmes,  en  vertu  des  formules  (2),  dex,j',  zelt; 
en  les  considérant  comme  des  fonctions  composées,  dépendant  seu- 
lement, en  définitive,  dex,j  et  z,  et  en  différentiant  P  par  ra|)porl 
à  chacune  de  ces  dernières  variables,  il  viendra 


dl 

= 

dP  dX        dP 

dXd7:~^dY 

dY 

dt 

+  5z 

dZ 
dx 

l 

d9 

dp 

==^dX 

-+-  a 

dp 

dY 

-ha 

,(IP 

dP 

dy 

J  dp 

-hb' 

dP 
dY 

-hb" 

dP 

dZ' 

dP 

dz 

dp 

=  'd% 

-h  c' 

dP 

(lY 

+  c" 

dp 

d-L 

(4: 


On  aurait  des  fornuiles  analogues  pourles  dérivéesde  V,  V,  V, ,  Vj, . . . ,  V„. 
Cela  posé,  si  Ion  ajoute  les  équations  (3)  respectivement  multipliées, 
soit  par  a,  «',  à\  soit  par  b,  b',  b'\  soit  enfin  par  c,  c',  c",  on  aura  trois 
nouvelles  équations  évidemment  équivalentes  à  (3),  et  qui  seront,  eu 

33,. 
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égard  aux  équations  (4)  t't  aux  relations 

a-—  -\-  a  -7-  -~  a  -r-  =L»,, 

dt^  do  de  •" 

,  d'n    ^    j„d'Ç 


0  -y-  -^  b'  -—  -T-  b  — :,  r=  G 

do  do  dt-  ^' 


dl  ,  rOr,  „  d'%         ^ 

do  dO  do 


l  dP  .'dV         r/V 


dj:  d.v  ^j  dx-  j 

d'il  ,d--h' 


„  ,     d-a  ,d^n'  nd'a" 


,d'b''\ 


d' c  ,d'c' 


ft-a" 


(5) 


p  dy~~-^  ^,dy 


P  dl-^\Tz 


G,-x(*5'+...) 


l  ,d^b 

■A^iio+  ■■ 


I  d^b 


Différentions  les  équations  (  5  ),  respectivement  par  rapporta  x,  ye\  z, 
vient 


I  rf^p      i  dP  dp  _  ,/rf'V     d^y  ^dy„\ 

f,    dx:'        p'  dx  d.T       -^  y  dx'          dx''  ^^  d.r-  j 

(d'à  ,  d''n'           ,,  <0a''  \ 

\    do  do             dO  j 

d'V         I    f/P  dp  _   ,/d'V  ^  ^/'V  ^'P\'„^ 


do  dt  do    I 


i^d'P  I    dP  dp    _    //'/-V         d'\'     ^    'V^V„\ 

p  Hz'  ~~  p'  Ih  Tz  " -^  \7/J   '"  </?"  '''  2u~<i^  j 


lOc  ,  d'c'  ,,  d'c" 

C  --  H~  C   -— -  H-  C    — — 

f/('  rf/'  //^ 


Posons,  pour  abréger  l'écrilure,  (f  étant  une  lonetion  quelconque 
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de  x,)'  et  z. 


/'■''?  \"     .     f'h\-     .     I  d'j\-  , 


dx  \dy  \dz 


et  ajoutons  les  équations  (6),  nous  aurons,  en  tenant  compte  des  re- 
lations bien  connues,  AoV  =■-  o,   AoV  =  —  li~p,   A^V,,  =r  o, 


oA.,P- 


/dP  dp         dp    do         dp  do 


/  (If   dp  ilV    (10         (IV  (lo  \  ,       .     -, 

\T.±-^Ty:ry^d-A^^^^''J^ 


Kl) 

Or   la  relation 
donne 


(l'a  .(fa'  „d^n" 

n   , — I-  rt  -7-  -r  a  — — 

dt'  de-  dt^ 

jd^b  ,,d'b'  ,„d'b" 

'      i               dp  dt-  de- 

d'c  ,  (f  c  ,,  d-  c" 

dt'  dt'  de 


da\-  I  da'  \-  j  da"  ^-  d' n  ^d'n'  „f/'rt" 


Idl>\- 


dt  j  \  dt  )  \  dt  j  dt'  dt'  dt'  ' 

ce  qui  permet  d'écrire  comme  suit  le  terme  en  p-  de  l'équation  (7)  : 

ty-      (M  y-      [(la"  y 

dby  ^   (dij'y  ,  (db"y 

\dt)  ~^  yjt)  "*"  \Vt  J 

Or  a,  a',  n",  h,  b',  b",  c,  c\  c"  sont  les  coordonnées,  par  rapport  à  des 
piralleles  menées  par  o,  des  points  situés  sur  les  axes  ox,  oy  et  os,  à 
une  distance  de  o  égale  à  l'unité,  et  les  dérivées  de  ces  quantités  sont 
les  vitesses  de  c<  s  trois  points  projetées  sur  oX,  oY  et  oZ;  il  est  donc 
permis  pour  les  calculer  d'introduire  l'axe  instantané  du  système  xjz, 
pivotant  autour  de  o.  Soient  donc  'jh,  «y»  «z  les  trois  composantes 
de  cette  rotation  &3  dont  la  direction  et  la  grandeur  sont  des  fonctions 
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il  11  temps  t;  on  a 

da                         , 

—-  =  6"(i)ï  —   OUz, 

at 

dn'  _ 

lit   ~~ 

c''a)ï  —  b'^i , 

da" 

— -  —  C   0) 

d'où 

[dtj  + 

m 

Ida"  y- 

"Jv   +   '-^1- 

L'équation  (7)  devient  donc 

,o\  K    n         l'dV  dp  dP  dp  dP  dù\  ,       r  -,  j     2 

Telle  est  l'équation  générale  qui  lie,  indépendamment  du  mouve- 
ment de  chaque  point,  la  pression  à  la  densité  dans  une  masse  fluide 
en  équilibre  relatif,  dans  les  conditions  générales  dans  lesquelles  nous 
nous  sommes  placés  ;  elle  est  à  l'abri  de  toute  hypothèse  sur  la  nature 
du  fluide  et  indépendante  de  l'action  des  corps  extérieurs  à  cette 
masse  fluide.  Cette  équation  nous  montre  que  la  vitesse  angulaire  du 
système  autour  de  son  axe  instantané  de  rotation  passant  par  le 
centre  de  gravité  doit  être  constante;  c'est  en  efti-t  la  seule  quantité 
qui,  dans  l'équation  (8),  pourrait  être  fonction  du  temps.  Il  peut  élre 
nécessaire,  pour  la  conservation  de  l'équilibre,  que  la  direction  de 
cet  axe  varie,  mais  la  vitesse  angulaire  devra  toujours  avoir  la  même 
valeur.  Ainsi,  en  admettant  que  l'on  puisse  disposer  à  son  gré  de  toutes 
les  conditions  du  problème,  V équilibre  ne  pourra  jamais  avoir  lieu  si 
la  vitesse  angulaire  du  système  autour  de  son  axe  instantané  de  rota- 
tion n  est  pas  constante,  et  cette  constante  est  indépendanle  des  corps 
extérieurs  et  des  positions  nécessaires  de  l'axe  instantané  de  rotation 
autour  duquel  le  système  tourne. 

4.  Examinons  spécialement  le  cas  encore  très-général  où  la  tempé- 
rature est  constante  et  le  fluide  de  constitution  homogène  ;  on  a  alors 

(9)  P  =  ?(P), 

et,  si  nous  ajoutons  les  équations  (5)  nécessaires  et  suffisantes  pour 
l'équilibre,  après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  dx,  dy  cl 
rfs,  le  premier  membre  devient 
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c'est-à-dire  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  de  x,y  et  z,  ce  qni 
donne,  puisque  les  termes  fournis  par  la  première  parenthèse  sont 
intégrables,  les  conditions  nécessaires  et  sufBsantes 


d'b        ,d'b'        „d'b" 
a  -—  -^-  a  —-  -ha  -— —  = 

dt                  dt'                   dt' 

,  d''a          ,,  d''a'          ,, 
b-r-:  ^  b'  -r-  +  b" 

dt'                  dt' 

.d'à" 

-dt^  ' 

dt'                dt'                  dt' 

db        ,  d^-b' 

c  ~y  +   c    ——    +  C 
dt                   dt' 

d' b" 

de-   ' 

da            ,  d'à'            „d'a" 
dt'                dt'                  dt' 

d'c             ,d'c'              „ 
«  -77  +   a'  -— -   +  rt 
dt'                 dO 

.d^c" 

dt' 

d  r/     dh         ,  da\          (    ,  db' 

—    [a- b  ~\  -\-  [a!  — 

dtW      dt              dt  1          \        dt 

,,  da'\           (    „db" 

■*"ï)] 

=  0, 

d  r  /  1  de              db\            11,  de' 

-d\_\^-dt-'irt)^\!'irt- 

,db'\           l,„dc" 

'"")] 

=  0, 

dV(      da             dc\           l    ,da' 

—    {  c a—  ]  -h  {  c  — — 

dtl\      dt             dt  J          \        dt 

,dc'\           1   „  da" 

-  a  —     -»-    C  — 

dt  j           \        dt 

„  de"  \  - 

^  0. 

db           y   da          ,0          f , X 

a b  -r  —  {a-  +  b^) 

dt                 dt           ^                     ' 

Wz  —  flcux  ^  bcw^. 

,  db'          r  /  da'          ,     ,„          ,  ,„ 

)  Wz  —  a'c'ax  —  b'c' 

Wv  . 

dt                dt          ^ 

')  ooj  —  aV'ux  —  b"c 

"  Wï  ; 

les  équations  (10)  reviennent  donc  à 


duz 

f/Wj 

dut^ 

—r-  =  0, 

—r^  =  0, 

.— ^ 

dt             ' 

dt             ' 

dt 

(il)  «X  —  A,     ojy  =  B,     Wj  =  c, 

A,  B  et  c  étant  des  constantes,  c'est-à-dire  que,  dans  ce  cas,  un  peu 
moins  général  que  celui  que  nous  avons  traité  tout  d'abord,  l'équi- 
libre exige,  outre  la  constance  de  la  vitesse  angulaire,  que  la  position 
de  l'axe  instantané  de  rotation  par  rapport  aux  axes  fixes  ne  change 
pas. 
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o.  Voyons,  en  lerniiniint,  ce  que  devient,  dans  quelques  cas  plus 
particuliers,  l'équalion  (8),  qui  peut  servir  à  déterminer  la  ptt>^slon 
en  fonction  de  x,  y  el  z. 

Masse  gazeuse,  —  On  admet  alors  que  l;i  relation  qui  lie  la  pression 
à  la  densité  est  la  suivante  : 


;'2) 


K  étant  une  constante,  si,  comme  nous  continuons  à  le  supposer,  la 
température  ne  varie  pas;  on  a  alors 


'■3) 


R-P<iJ'  -  K-  à,P/  +  47:yP'  -  2Ko/-P=  =o. 


Masse  liquide.  —  Si  Ion  suppose  d'abord  ce  liquide  incompressible, 
c'est-à-dire  de  densité  constante,  l'équation  (8)  devient 


;i4) 


A^P  =    2(jfv-   —  27[/|5). 


C'est  l'équation  à  laquelle  sati>ferail  le  potentiel  de  l'action  de  la 
masse  fluide  considérée  sur  les  points  de  son  intérieur,  si  celle-ci  avait 
pour  densité  constante 

enfin,  si  le  liquide  est  compressible,  on  peut  admettre,  pour  la  rela- 
tion qui  lie  la  pression  à  la  densité,  la  formule 


P  = 


1  -+-  Ivl'o 


I  +  KP)  = 


KP 


autrement  dit,  supposer  la  contraction  proportionnelle  à  la  pression; 
l'équation  (8)  devient  alors 

«Vi  +  KP)AoP-  aK(^,P)'^  -+- 4-/(1  +  K.P)^'  -  2u^ai.  +  KP)=  =  o, 

ou,  en  posant  i  +  RP  =  K.P,  , 

(16)  «=P,A,P,  -  «=(AP,)=  -+-4-/lv=PJ-2w=aRP7  =0, 

équation  quia  beaiicoiq)  d'analogie  avec  l'équation  (li),  qui  caracté- 
rise les  corps  gazeux. 
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Sur  les  polygones  inscrits  et  circonscrits  à  la  fois  à  deux 
cercles; 

Par  ai.  WEILL, 

Ex-Lieutenant  d'Artillerie,  Professeur  de  Mathématiques. 


PREMIERE    PARTIE. 

Problème.  —  Trouver  la  relation  entre  les  rayons  de  deux  cercles  et 
la  distance  de  leurs  centres,  pour  qu'un  poljgoiie  puisse  être  inscrit  à 
l'un  et  circonscrit  à  Vautre. 

Soit  ABC  ifig.  i)  une  portion  de  ligne  polygonale  inscrite  et  circon- 
scrite aux  cercles  O  et  O',  a/îy. .  .  la  ligne  polygonale  formée  par  les 
points  de  contact  des  côtés  AB,  BC,  . . .  avec  le  cercle  O'.  Les  milieux 

Fig.  I. 


aj3,  Py,  . . .  décrivent  une  circonférence.  Les  côtés  a|3,  |3y,  . . .  touchent 
une  conique  $,  dont  l'un  des  foyers  est  en  O'. 

Joitrn.  de  Muth.  (3^  série),  tome  IV.  —  Août  1878.  ^t\ 
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Nous  allons  éludier  quelques  propriélés  de  la  ligne  a,';-/  . .  ,  qui 
vont  nous  amènera  la  solution  du  problème  proposé. 

Théorèmi;  \.  —  La  perpendiculaire  abaissée  d'un  sommet  ,j  de  la 
ligne  ai'/. . .  sur  la  droite  qui  joint  les  deux  sommets  adjacents  u,  y, 
passe  par  le  deuxième  foyer  F  de  la  co/iique  $. 

En  effet  {Jîg.  a),  les  milieux  L,  M  des  côtés  a3,  [■:>■/  di^crivant  un 
cercle,  la  perpendiculaire  SQ  au  milieu  de  LM  passe  |)ar  le  centre  Q 
de  ce  cercle,  qui  est  le  centre  de  la  conique  0. 


TnÉbRibiE  II.  —  Le  centre  des  moje/ines  distances  de  trois  som- 
mets consécutifs  de  la  ligne  «jS/.  .  .  décrit  une  circon/cie/uc  pendant 
le  mouvement  de  cette  ligne. 

Lenime.  —  Le  point  D,  projection  du  somme!  [j  sur  la  droite  a:/  qui 
joint  les  deux  sommets  adjacents,  décrit  mie  circonférence  pendant  le 
mouvement  de  la  ligne  afj-/... 

Posons  QL  r-,  p,,  O'Q  =--  o,,  O'a    ^  p,.  On  a 


FI.  -^  LO'  =  ipl  ^-  2^1, 
F«'  -h    ¥f  =  aFT/-)-  2^', 
20'J.   -f-  2aL  —  2/37, 
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d'où  l'on  tire  successivement 

■FÏVr]5   —  ^/=  2FE"'-   2^1]'=:  4(/3;  +  81  —  f/]) 

Fd'- D|3V  (FD  +  D/5)-  =  4(p2  +  ^  _  p2) 

FD.F(3  =  2{pl  -h  §1-  pï)  =  coiist.  c.Q.F.n. 

Fis-  3. 


Démonstration.  —  Prenons  /5H  =  aO'P,  H  sera  le  point  de  con- 
cours des  hauteurs  du  triangle  apy.  IjC  théorème  énoncé  sera  démon- 
tré, si  nous  prouvons  que  H  décrit  une  circonférence.  On  a 

FD.F|3  =  2(^^  +  ô^-^n, 
FH  --^Ffi'+-  aO'P, 

Ffi.F/3'  =  p?  -  l^àl  =  (Ffi  +  20'P  -  2FD)F|5; 
d'où  l'on  tire 


FD 


FD 


111-. 


Fp  +  20'P^2FD        FH--2FD 

FD 

_=:const. 


34.. 
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Théorèmk  III.  —  Si  ion  considère  m  sommets  consécutifs 

[x',  x",  ...,  .r''"'; 

rfc  In  ligne  «,3'/.  ■  . ,  la  perpendiculaire  abaissée  sur  la  droite  x-'x'-'"\  du 
centre  des  moyennes  distances  des  autres  sommets,  passe  par  un  point 
(jui  reste  fixe  pendant  le  déplacement  de  la  ligne  c/fyj. . . . 

Soit  rt  le  centre  des  moyennes  ilislances  des  sommets  [x"  x'" .. .  a:'"'"'). 
Menons  ax'  ax'^■'"\  les  points  b  elb'  qui  divisent  ces  droites  en  denx 


Fijj.  ij. 


oc/'^V 


parties  proportionnelles  à  i  et  (;n  —  i)  sont  les  centres  des  moyennes 
distances  des  points  {x' x'  .  . .  a:<'"~"),  [x" x'" . .  ..r''"'). 

Joignons  le  point  a  ru  milieu  e  de  x"x^'"K  Cette  droite  passe  par  le 
milieu  g  de  bb'. 

Supposons  démor)lré  que  les  points  bb'  décrivent  une  circonférence 
pendant  le  mouvement  de  la  ligne  a,*; . .  .  ;  la  perpendiculaire  g/ au 
milieu  g  de  bb'  passera  par  le  centre  l  de  cette  circonférence;  la  per- 
pendiculaire ar  k  bb'  rencontrera  07  en  un  point  r  qui  sera  fixe,  car 

1  O'i       .v'b      ^  ,     ^ 

lerapporl   -—  =  -, —  est  constant. 

'  '  //■  va 

Thkork.me  IV  [tJiéorèine fondamental).  —  Le  centre  des  moyennes 
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distances  de  m  sommets  consécutifs  de  la  ligne  alSy.  . .  décrit  une  cir- 
conjérence  fixe  pendant  le  déplacement  de  cette  ligne. 

Ssipposons  le  théorème  démontré  pour  [m  —  i)  et  pour  [ni  —  i) 
sommets. 

Conservons  les  mêmes  notations  que  dans  le  ihéorème  précédent. 
Le  centre  X  des  moyennes  distances  des  «sommets  se  trouve  sur  la 
droite  ae,  et  l'on  a 

«X  _      2 

Xe         m  —  y. 


Fig.  5. 


■j/m^t 


Menons   la  perpendiculaire  Xp  h  x'x''"',  les  points  r,  /,  p,  O'  sont 
fixes.  Menons  el,  er,  et  posons  O'x'"''  =  p^,  Ib'  =  p,n-i-  On  a 

m.pli.=     O' e -h  {m  —  i) Ig, 
m.pX  =  2  O' e  -1-  (m  —  2 )  ;w, 

[m-  i)-lg'-0'e  =  {m-  if  pl,_  —  p^ 
On  en  tire 

im.pX  —  O'e  =  (»2  —  i)  %, 
m  {m  —  2)- pXra  =  [m  —  i  )' pfn-i  —  p]- 
[ni  —  ï)-  Ig'  -  O'e   —m.pX{m.pX  —  aO'e). 


2^0  WEILL. 

La  relation  (a)  démontre  le  théorème  énoncé.  Cela  posé,  les  théo- 
rèmes 1  et  II  nous  ont  démontré  que  les  théorèmes  III  et  IV  étaient 
vrais  pour  trois  points  consécutifs.  Ils  sont  donc  vrais  d  une  manière 
générale. 

Théorèjie  V.  —  Si  la  li^nc  polygonale  u^-j.  . .  se  ferme  une  seule 
fois,  elle  se  fermera  toujours,  et  le  centre  des  moyennes  distances  des 
sommets  du  polygone  fermé  a^'j . . .  restera  fixe  pendant  le  déplace- 
ment de  ce  polygone. 

Supposons  que  la  droite  x'  a'""  [fig-  G),  qui  ferme  la  ligne  polygo- 

Fig.  6. 


V 


nale,  soit  tangente  à  la  conique^,  la  ligne /;X  devra  être  perpendi- 
culaire à  la  fois  à  tous  les  côtés,  ce  qui  exige  que  p  et  X  soient 
confondus.  La  relation  (a)  nous  montre  que  l'on  a  alors 

[m-  i)p„,_,  =/5,; 

donc,  si  la  ligne  a/S'/...  se  ferme,  le  centre  des  moyennes  distances 
des  sommets  delà  ligne,  dans  la  position  où  elle  se  ferme,  est  le  centre 
de  similitude  des  deux  circonférences  décrites,  dans  le  mouvement 
de  la  ligne,  par  chaque  sommet  et  par  les  centres  des  moyennes  dis- 
tances de  [m  —  i)  sommets  consécutifs. 

Déplaçons  le  premier  sommet  x'  de  la  ligne  fermée  en  X'  {fig.  7), 
et  soient  X',  X",  ...,  X''"',  m  sommets  consécutifs  delà  ligne  dans  celte 
nouvelle  position  :  je  dis  qu'elle  est  encore  fermée. 

En  effet,  par  un  deuxième  déplacement,  amenons  X'  en  X",  les 
m  sommets  seront  alors  (X",  X",  .  . .,  X''"',  X',  ).  Il  suffit  de  prouver  que 
X'  et  X',  coïncident.  Eu  effet,  soit  a  le  centre  des  moyennes  distances 
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des   {m—\)   points   (X",  X",  . . .,  X''"'),   a,  celui   des  points  (X',  X", 
X'",  ...,  X<'"-"),  a.  celui  des  points  (X,,  X""*.  .  .,,  X").  Les  droites 

l'ig.  7. 


aX.',  a,X'"''  se  coupent  en  un  pointXa  qui  est  Je  centre  des  moyennes 
distances  des  m  sommets  (X',  X",  . .  . ,  X''"'),  et,  comme  on  a 


X,X' 


X,  XC") 


le  point  Xa  n'est  autre  que  le  cmlre  de  similitude  X  des  circonférences 
décrites  respectivement  par  les  points  a,  a,,  a.,,  ...,  et  les  points 
X'    X"  X''"'   X' 

Dès  lors  on  verra  de  même  que  a\\  passe  aussi  par  ce  même 
point  X  ;  donc  X'  et  X\  coïncident. 

Autre  énoncé  du  même  théorème.  —  Si  un  polygone  peut  être 
inscrit  à  une  circonjérence  et  circonscrit  à  une  conique  dont  l'un  des 
foyers  est  nu  centre  de  In  circonjérence,  il  existe  une  infinité  de  poly- 
gones jouissnnt  de  la  même  propriété;  le  centre  des  moyennes  distances 
des  sommets  de  tous  ces  polygones  est  le  même. 

Problème.  —  Trouver  le  rayon  de  la  circonférence,  sur  laquelle  se 
trouvent  les  centres  des  moyennes  distances  de  n  sommets  consécutifs 
de  la  ligne  a/3y. . . 

Soient  n  sommets  consécutifs  (  i,  2,  3,  ...,«);  gn-o,  g^„,  g^  les  cen- 
tres des  moyennes  distances  des  trois  groupes  de  sommets 

[2,  3,...,(«—  ij],  (i,  2,  3, ...,  «),  (1,2). 


Soient  encore 
O'  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  la  ligne  a/Sy; 
C„_,  le  centre  du  cercle  sur  lequel  sont  situés  les  cenliesdes  moyennes 

distances  de  [n —  r)  sonnnets  consécutifs  de  la  ligne  ajSy; 
/'et  p  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des  points  ^n-i  et  g„ 

sur  la  droite  (1,2). 

Les  points  O',  C„_,,  p,  r{Jig.  8)   sont  sur  le  grand  axe  de  la  co- 
nique $  inscrite  dans  la  ligne  «jS/. 

Fig.  8. 


Le  théorème  IV  nous  a  donné  la  relation 

(a)  n{n-  2)pg„rg„_,  =  {n-  i)=p,?_, -p^ 

Posons  0'C„_,  :=  ^„_,  ;  nous  avons 

'  n 

O  r=  tf„_, 


Soit  C„_2  le  centre  du  cercle  des  points  g„_o;  la  corde   rg,,..^  ren- 
contre ce  cercle  en  un  deuxième  point  g'„_,  et  l'on  a 


(f') 


%.^.  -  P'„.. 


O'rV. 
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Divisons  [a]  par  (j3),  nous  aurons 


Or 

Pg"    _    Pu    _   0';>-S„ 
rg'n-i    ~  p„_j  ~  ^„_,  —  0'  r' 

On  a  donc  enfin 


I  p„_j         (  n  —  2  )  (î„^ï  —  (  «  —  I  )  (J„_, 


)>'U-[l«-3)5„_,-l«-l)^„_,]' 


Les  formules  (R)  nous  permettent  de  calculer  p„  si  nous  connaissons 
p„_,  et  j5„_2  ainsi  que  o„_|  et  cî„_2. 

Nous  pouvons  donc  faire  un  tableau  des  valeurs  de  p,,  pour  les 
diverses  valeurs  de  tî. 

Cela  posé,  si  la  ligne  «  forme  un  polygone  fermé  de  m  côlés,  o!i 
aura  entre  les  quantités  p,,  les  relalions  suivantes   : 


(M) 


P,n        =        O, 

(m—  i)p,„_,=     p,, 

{m  —  2)/3„,_o  =  2p.,, 


lAine  quelconque  de  ces  relations  exprimera  que  la  ligne  a  forme 
un  polygone  feimé.  Appelons  p,,  p.,  '^s  rayons  des  circonférences 
décrites  par  les  sommets  du  polygone  a  et  par  les  milieux  de  ses 
côtés,  8-2  la  distance  des  centres  de  ces  deux  cercles;  comme  p„,  p,,,-,, 
pm-2,  ..  ■  sont  des  fonctions  de  p,,  p,,  d.,  que  nous  savons  calculer  par 
la  formule  f  R),  l'une  quelconque  des  relations  (M)  donne  la  relation 
qui  doit  exister  entre  p,,  p2t  O2  po'^"' ^ue  le  polygone  «existe. 

Si  aux  sommets  du  polygone  «  on  mène  des  tangentes  au  cercle 
décrit  par  ces  sommets,  ces  droites  formeront  un  polygone  A  inscrit 
et  circonscrit  à  deux  cercles  de  rayons  R  et  p,,  et  l'on  aura,  pour  dé- 
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Icrmiiier  R  et  In  dislance  des  c<iitres  o,  la  relation 
0  _  R  _  R^^ 

S,  "  p,  ~     f  ; 

S\J{p,p2,â'2)~o  est  la  condition  trouvée  pour  que  le  polygone  u 
existe,  / (  p,  p-j-^ '  v^ '  „,  ^'  ,;  )  =  o  sera  la  condition  pour  que  le  poly- 
gone A  de  m  côtés  existe.  Proposons- nous  de  trouver  la  fonction/. 

Reprenons  les  formules  (R)  : 

1  "Pli  [n  —  •  )  ^n-l  —  nSn 

[n—  2)S„_,—  (re  — i)(î„_, 


!  n  —  2  1  p„_, 


Posons 


3p, 


aoj  =  JT,, 


<-'., 


4  p. 


'  n  -f-  9.  I  p„+. 


"p. 


Les  formules  (R)  nous  donnent 


d'où  l'on  tire 


Xj  =  X,  (  I  -(-  a,), 

X3  —  x,{i  -h  a,  -h  «1^2)? 


x„  =^  .r,(i  'i-  rt,  +«,«2  -t-  ...  +  a,a.^ . . .  n„_,). 
Si  nous  revenons  aux  précédentes  notations,   la  dernière  relation 
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devient 

{n  +  1)0,,+  ,  =  ^-  ['  -s.pifîn  -H  '-■3.p.,p3  -h  ...  H-  /.■(«  +  i)fj„p„+i]- 

Remplaçons  (ii)  par  («  —  i)  et  (n  —  2J,  et  retranchons  les  résullats, 
nous  aurons  enfin 

[n  —  i)â„_,  —  {n  —  2)5„_2  —  — ^("  —  2)(«  —  i^pH-op,,-!- 
Substituons  cette  valeur  dans  la  deuxième  des  relations  (  R),  il  vient 

Posons  —  "  =  Z,,,  -  —  a:  nous  aurons  enfin 

(R')  (Z„Z„_,)  ('  -  «'Z'-.)  +  '  -  Z't_,  =  o. 

Il  est  facile  de  voir  que  l'on  a 

„  'î       ry  2Rp, 

La  relation  (R')  donne,  pour  le  calcul  des  quantités  Z„,  la  série  des  re- 
lations 

Z3 —      u'Z^Zl  —  Z'I -h  I  ^  o, 
Z,Zo  -  a-Z.ZoZ^  —  Z^  +  I  =  o, 
(R")  .;'  Z5Z3  -  a-Z,Z,Zl  ~  Z,-  +  i  :=  o, 


Z„Z„-n  —  a'Z„Z„_2Z^,_i  —  Z;_,  +  i  =:  o. 

Cela  posé,  pour  trouver  la  condition  pour  qu'un  polygone  de  2p  côtés 
soit  inscrit  et  circonscrit  à  deux  cercles,  il  suffira  d'écrire  que  Z^^, 
est  égal  à  Zp_,  ;  si  le  polygone  a  [2p  -f-  i)  côtés,  on  écrira  que  Zp+,  =  Zp. 
On  voit  à  quel  degré  de  simplicité  ce  problème  difficile  a  été  ramené; 
nous  allons  appliquer  la  méthode  aux  polygones  de  3,  4,  5,  6,  7  côtés. 
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Four  le  triangle  on  a 

(3)  Z,=.i. 
En  remplaçant  Z,  par  sa  valeur,  on  a 

qui  est  la  relation  tlEiiler. 

Pour  le  quadrilatère,  Z3  —  Z,  -~  i.  La  première  des  équations  (R") 
donne  alors 

(4)  Z2(i  -f-a')  —  2  =  0. 

Pour  le  pentagone,  Zj  =  Zo.   La   première  des  équations   'R"     nous 
donne  encore 

(5)  U.-ZI  -+-Z^  -Z2  4-  I  =0. 

Pour  l'hexagone,  Z.  =  Z...  Les  deux  premières  df  s  équations  (R")  nous 
donnent 

Z^=  ''-^' 


1  -+-  a'ZJ 

En  réduisant,  on  trouve 

(6)  a^Z^, -i- Z=(i  + a=)  -  3  =  0. 

Pour  l'heptagone,  on  a 

Z;    =   Z.,. 

Les  deux  premières  des  équations  (R")  deviennent 

Z3  —  K-Z3Z5  —  Zl  4-1  =  0, 
Z,Z,  -  a'ZoZ^  -  Z^  -t-  1  =  0. 
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En  réduisant,  on  trouve 

(7)  a}Z%  -a-(a- +  i)Z^  -  a^Zf;  +  (3a-  +  i)Z^, -Z^  -aZo-^-i  =  o. 
Écrivons,  dans  un  tableau,  les  équations  (3),  (4),  (5),  (6),  (7)  : 

/  Zo  —  I  =  o, 

l  Z^(i  -H  a-)  —  2  =  o, 

I  «"Z.,  +  Zi;  —  Zo  -f-  I  =  o, 

fSl  '  22-' 

^    -  I  a.-Z\  +Z\[u.-  -M)-3^o, 

I  a=Z«-a=(a-  +  i)Z^-a-Z* 

\       +(3a=  + r)Z.^ -Z^-aZ^  +  i  =0. 

Pour  trouver  la  relation  entre  les  rayons  R|^c,  de  deux  cercles  et 
la  distance  de  leurs  centres,  pour  qu'un  polygone  de  3,  4>  5,  6,  7  côtés 
soit  inscrit  et  circonscrit  aux  deux  cercles,  il  suffit  de  remplacer  dans 
les  formules  (S)  a  et  Zo  par  leurs  valeurs,  qui  sont 

Or,  si  a  est  nul,  les  deux  cercles  sont  concentriques  et  les  polygones 
sont  réguliers;  les  formules  (S)  deviennent  alors 

iZo  —  I  =  o, 
Z^  —  2  =  0, 
^cj  j  Z^-Zo+i=o, 

I  Z^  -  3  ---^  o, 

\  Z'i  —  Z\  —  2Z2  +  1  =  o. 

Les  équations  (S')  donnent  pour  Zj  la  valeur  -^»  le  double  du  rapport 
des  rayons  de  deux  circonférences,  auxquelles  sont  inscrits  et  cir- 
conscrits des  polygones  réguliers  de  3,  4?  5,  6,  7  côtés. 

Première  remarque.  —  Pour  trouver  la  condition  chercbée  relative 
à  un  polygone  de  2/J  eu  de  (2/^  -Hi)  côtés,  il  suffira  de  considérer 
les  [p  —  i)  premières  des  équations  (R")- 


2-8  WKILI,. 

Deuxième  remarque.  —  On  peut  se  proposer  de  trouver  la  relation 
cliercliée,  en  fonction  du  nombre  des  tôîés  du  polygone;  pour  cela, 
il  faudrait  pouvoir  exprimer  Z„  en  fonction  de  ii.  On  est  donc  amené 
aux  deux  questions  suivantes  : 

1°  «  élatit  un  nombre  entier  positif,  existe-t-il  une  fonction  ç-f/i) 
saiisfaisant  à  la  relation 

I  +  'j{n)o{n  -  2)  —  o(n)o{n  —  2)\(p{ii  —  i)]^a'  —  [f{n  —  1)]*  =  0. 

2°  Trouver  cette  fonction. 

;f(ii)  étant  trouvé,  la  relation  cherchée  en  fonction  de  in)  serait 

oiu  -+-  i)  —  ■?(''■)  =  o, 

pour  lUi  pol vgoue  de  (2//  +  1)  côtés,  et 

o[n  -T-  \)  —  o[n  ~  I )  =  o, 

pour  un  polygone  de  (2«)  côtés. 

Mais  ces  deux  questions  paraissent  présenter  de  sérieuses  difficultés. 

Troisième  remarque.  —  L'équation  (S),  relative  à  l'hexagone,  est 
bicarrée;  on  peut  donc  la  résoudre  et,  par  suite,  construire  avec  la 
règle  et  le  compas  un  hexagone  satisfaisant  aux  conditions  énoncées. 
Nous  allons  donner  à  ce  propos  un  ihéorème  beaucoup  plus  général  : 

TnÉoRÈ:\rE  VI.  —  O/i  peut  ai>ec  la  règle  et  le  compas  passer  d  un 
poljgone  (le  p  côtés  inscrit  et  circonscrit  à  deux  cercles  à  un  polygone 
de  2p  côtés  inscrit  et  circonscrit  à  deux  cercles. 

Considérons  un  polygone  de  2p  côtés  inscrit  et  circonscrit  à  deux 
cercles;  les  points  de  contact  de  ses  côtés  avec  le  cercle  intérieur 
sont  les  sommets  d'un  polygone  a/Sy  ...  ;  ce  polygone  est  inscrit  à  un 
cercle,  et  ses  milieux  sont  sur  un  autre  cercle.  11  suffit,  évidemment, 
de  démontrer  le  théorème  énoncé,  pour  ce  polygone  «^y  - . . . 

Ce  polygone  ayant  un  nombre  pair  de  côtés,  les  droites  qui  joignent 
les  sommets  opposés  concourent  en  un  même  point;  en  effet,  soient 
F  et  Q  deux  sommets  opposés.  Lorsque  le  |)olygone  se  déplace,  les 
points  P  et  Q  sont  tellement  liés,  qu'à  une  position  de  l'un  ne  corres- 
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pond  qu'une  seule  positiou  de  l'autre,  et  réciproquement;  donc  PQ 
passe  par  un  point  6xe. 

Cela  posé,  soient  «,j,  Xfx  deux  grou|)es  de  sommets  opposés;   les 
droites  aX,  fia  passent   par  un  point  fixe   P.   Les   milieux  a  el  b  des 


F'S-  9- 


droites  aX,  |3|u.  se  déplacent  sur  une  circonférence  fixe,  pendant  le 
mouvement  du  polygone  «jS-y^ .... 

Ces  points  a  el  b  sont  les  sommets  d'un  polygone  de  p  côtés,  qui 
se  déplace  en  restant  inscrit  à  une  circonférence. 

Pour  prouver  que  ce  polygone  ah  . . .  est  analogue  de  ajSy  . .  .,  il 
suffit  de  montrer  que  le  milieu  de  rt/Ç»  décrit  une  circonférence,  et  le 
théorème  énoncé  s'en  déduira. 

Or  le  milieu  de  ab  est  le  milieu  de  la  droite  HI  qui  joint  les  milieux 
des  côtés  opposés  a/3,  Xa.  Mais  H  et  I  sont  les  sommets  opposés  d'un 
polygone  de  2p  côtés  qui  se  déplace  en  restant  inscrit  à  une  circon- 
férence et  circonscrit  à  une  conique;  donc  HI  passe  par  un  point  fixe, 
H  et  I  étant  sur  une  circonférence  fixe,  le  milieu  de  HI,  qui  est  aussi 
celui  de  ab^  décrit  un  cercle. 

Nous  allons  montrer  maintenant  comment,  du  polygone  ab  . . .  de  /^ 
côtés,  on  peut  déduire,  avec  la  règle  et  le  compas,  le  polygone  a|3y . . . 
de  2p  côtés.  Le  côté  ab  étant  donné,  le  point  O  est  connu,  les 
droites  Va,  P/3,  IH  sont  connues,  mais  non  les  points  «,  /3,  H;  pour 
les  trouver,  on  est  amené  au  problème  suivant. 


Trois  droites  étant  données,  Va,  P/5,  III,  tracer  une  dioite  (SHa, 
tjiii  soit  coupée  en  II,  en  deux  parties  égales,  et  telle  que  u  et  j3  soient 
également  distants  d'un  point  O. 


Fig.  10. 


Si  l'on  traite  la  question  par  l'Analyse,  on  trouve  que  le  problème 
est  résolu  par  l'intersection  de  la  droite  IH  et  d'une  hyperbole  avant 
pour  équation  (en  prenant  pour  axes  les  bissectrices  de  l'angle  des 
droites  Pa,  P,'i) 

^xy  =  [xXq  -^J'Ja'^  sin  a. 

On  voit  que  la  question  se  résout  très-simplement. 

Théorème  VII.  —  On  peut,  avec  la  règle  et  la  compas,  construire 
Un  polygone  inscrit  et  circonscrit  à  deux  cercles,  quand  le  nombre  des 
cotés  est  de  Informe  3. 2''  om  4  ■  2''. 

En  effet,  on  sait  construire  le  triangle  et  le  quadrilatère  inscrits  et 
circonscrits  à  deux  cercles,  et,  eu  vertu  du  théorème  qui  précède,  on 
peut  passer  du  triangle  au  polygone  de  6,  12,  24,  4^,  . . .  côtés;  et  du 
(piadrilatère  au  polygone  de  8,  16,  Sa,  ...  côtés. 


SniTE    DE    l'i'.TI'UE    DES    ÉQUATIONS    (S). 

L'une  quelconque  des  équations  (S)  contient  ileux  quantités  seule- 
ment, a  et  Zo,  et  l'on  a 

5        ^  2Rd, 
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On  peut  poser  divers  problèmes,  à  propos  de  ces  équations;  on  peut 
envisager  la  question  de  la  manière  suivante: 

Les  rayons  R,  p,  de  deux  cercles  étant  donnés,  trouver  quelle  doit 
être  la  distance  5  de  leurs  centres  pour  qu'on  puisse  inscrire  et  circon- 
scrire un  polygone  de  m  côtés  aux  deux  cercles;  dans  ce  cas,  on  a 

K  _     2Rp, 


a  =  — 5     Z-, 


il  faudra  remplacer,  dans  l'équation  (S)  qui  correspond  au  polygone 
considéré,  a  et  Z,  en  fonction  de  l'inconnue  â,  et  l'équation  changera. 
Si,  au  contraire,  on  se  donne  5  et  R,  on  a 

a  =  K,     Zj  =  K'p,, 

K  et  R' étant  des  quantités  données,  et  l'équation  (S),  oùZ2  =  K'|0, 
est  l'inconnue,  résout  immédiatement  le  problème  proposé.  Supposons 
que  l'on  se  donne  le  rayon  R  et  la  fonction  — — ^î  p,  et  o*  étant  deux 
inconnues;  l'équation  (S)  =  o  pourra  se  résoudre  en  y  regardant 
a  comme  l'inconnue;  prenons,  par  exemple,  le  cas  du  polygone  de 
sept  côtés  ;  l'équation  (S)  ne  contient  que  a-  et  a*  :  on  peut  donc  la 
résoudre,  on  en  déduira  une  valeur  de  â.  Transportant  cette  valeur 
de  5  dans  la  quantité  donnée  — — ^5  on  en  déduira  l'inconnue  p,;  et 

^  H"  —  à'  ' 

le  système  des  valeurs  Rp,  c?,  dont  l'une  était  donnée  et  les  deux  autres 
viennent  d'être  calculées,  correspondra  à  un  heptagone.  On  aurait  un 
résultat  analogue  pour  le  pentagone;  on  peut  donc  énoncer  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème  VIU.  —  On  peut,  avec  la  règle  et  le  compas^  tracer  des 
polygones  inscrits  et  circonscrits  à  deux  cercles ^  lorsque  le  nombre  de 
leurs  côtés  est  de  lajorme  ^.dP  ou  7.2''.  Remarquons  que  les  rayons  des 
deux  cercles  ne  sont  pas  donnés^  mais  que  l'on  donne  le  rayon  du 
cercle  extérieur,  et  une  certaine  relation  entre  les  rayons  des  deux 
cercles  et  la  distance  de  leurs  centres,  cette  relation  étant  ici 


3Rp, 

Rr=^--=«- 
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Nous  avons  trouvé,  par  les  considérations  qui  précèdent,  un  sys- 
tème unique  de  valeurs  Rf),o  qui  répondent  à  riiiscription,  par 
exemple,  d'im  polygone  de  sept  côtés.  Si  ion  demande  d'inscrire  dans 
un  cercle  donné  de  rayon  R'  un  polygone  de  sept  côtés  qui  soit 
inscrit  à  un  autre  cercle  dont  on  ne  donne  pas  le  rayon,  il  suffira 
de  prendre  un  système  de  valeurs  R' p',  ô',  respectivement  propor- 
tionnelles à  Rp,  c?;  si  l'on  donne  à  la  fois  deux  des  quantités  R'/s',  â', 
le  problème  dépendra,  en  général,  d'une  équation  que  nous  ne  sa- 
vons pas  résoudre,  et,  par  conséquent,  on  ne  pourra  pas  construire  le 
polygone  à  l'aide  de  la  règle  et  du  compas. 

Remarque.  —  Le  iliéorèiue  qui  précède  offre  cette  particularité 
qu'il  donne  le  moyen  d'inscrire,  dans  un  cercle  donné,  un  polygone 
de  sept  côtés  qui  soit  circonscrit  à  un  cercle,  tandis  qu'on  ne  sait  pas 
inscrire  dans  un  cercle  ini  polygone  régidier  de  sept  côtés.  Ce  que 
nous  avons  dit  plus  haut  suffit  pour  expliquer  cette  anomalie  appa- 
rente. A  un  polygone  inscrit  et  circonscrit  à  deux  cercles  de  rayons 
R.js,  et  de  distance  des  centres  c?,  correspond  un  polygone  formé  par 
les  points  de  contact  des  côtés  du  premier  avec  le  cercle  p, .  Ce  deuxième 
polygone  est  inscrit  dans  un  cercle  de  rayon  p,,  ei  les  milieux  de  ses 
côtés  sont  sur  lui  cercle  de  rayon  p^;  ses  côtés  sont  tangents  à  une 
conique  dont  l'un  des  foyers  est  au  centre  de  la  circonféreiice  p,,  dont 
la  distance  focale  est  ->  et  le  demi-graml  axe  p^.  On  a  les  relations 


«  =  — %     Z, 


!p. 


p.  p, 

3       „  2Rp, 

Or,  dans  le  théorème  précédent,  nous  nous  sommes  donné  Zo,  et 
nous  en  avons  déduit  -i  au  moyen  de  l'équation    S).   Nous  pouvons 

donc  dire  aussi  que  nous  supposons  donné  ->  et  que  nous  en  dédui- 
sons ->  ou  encore  que  nous  nous  donnons  p,  et  p,  et  que  nous  en  dé- 

h 
duisons  o'i.  On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

TniioRLiME  IX.  —   O/i  peut,  a\'ec  la  règle  et  le  compas,  tracer  un 
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polygone  de  3,  4»  5>  6,  7  côtés  qui  soit  inscrit  à  un  cercle  donné,  et 
circonscrit  à  une  conique  ayant  pour  foyer  le  centre  du  cercle  et  dont 
on  donne  le  grand  axe. 

CONCLUSION    DE    LA    PREMIÈRE    PARTIE. 

Nous  avons  indiqué,  dans  cette  parlie  de  notre  étude,  une  mélliode 
nouvelle  et  fort  simple  pour  traiter  les  questions  relatives  aux  poly- 
gones inscrits  et  circonscrits  à  deux  cercles.  Cette  méthode  nous  a 
Ibnrni  un  certain  nombre  de  théorèmes  intéressants,  et  peut  en  fournir 
un  grand  nombre,  tous  relatifs  à  la  construction  de  ces  polygones, 
selon  le  nombre  de  leurs  côtés.  Nous  nous  proposons  d'étendre  con- 
sidérablement ces  théorèmes;  mais  nous  abandonnerons,  pour  le 
moment,  celte  partie,  et  nous  allons  donner  un  certain  nombre  de 
propriétés  curieuses  de  ces  mêmes  polygones,  toutes  déduites  du 
théorème  IV  et  du  théorème  V. 


DEUXIEME    PARTIE. 

Définitions.  —  Pour  éviter  des  redites  et  abréger  le  langage,  nous 
donnerons  quelques  définitions  : 

Une  ligne  polygonale  A  est  une  ligne  polygonale  non  fermée  qui  se 
déplace  en  restant  inscrite  à  la  circonférence  O  et  circonscrite  à  la 
circonférence  C;  un  polygone  A  est  un  \^o\ys,one  Je rmé  qui  se  déplace 
dans  les  mêmes  conditions;  ligne  polygonale  u,  une  ligne  polygonale 
non  fermée,  formée,  à  chaque  instant,  par  les  points  de  contact  des 
côtés  de  la  ligne  A  avec  le  cercle  intérieur,  et  qui  se  déplace  en  même 
t^mps  que  la  ligne  A;  polygone  a,  un  polygone  fermé  correspondant 
au  polygone  fermé  A. 

Théorème  I.  —  Dans  une  ligne  a,  la  droite  qui  joint  les  milieux  ).,  a 
de  deux  côtés  consécutifs  «/3,  |3y  touche  une  conique. 

Novis  savons  que  la  perpendiculaire  ^D,  abaissée  de  [i  sur  ay,  passe 
par  le  deuxième  foyer  F  de  la  conique  $.  Joignons  C/3,  qui  rencontre 

36.. 
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>.a  en  y;  çD  rencontre  en  R  l'axe  CF  de  la  conique  <I>.  Nous  savons 
que  le  produit  FD,  FjS  est  constant  ;  donc  KD  est  constant,  et  K  est  le 


Fie- 


centre  du  cercle  décrit  par  le  point  D.  On  a 

C9  -h  yK  =  C9  +  «pD  4-  DK  =  C/5  4-  DK. 

Donc  ç  décrit  une  conique  ayant  pour  foyers  C  et  R,  et  ce  point  9  est 
le  point  de  contact  de  ).a  avec  cette  courbe. 

Théorème  II.  —  Dans  une  ligne  A,  le  centre  du  cercle  inscrit  ou 
triangle  /orme  par  un  côté  et  les  prolongements  des  deux  côtés  adja- 
cents décrit  une  circonjérence. 

Soient  a,  ]3,  7  trois  sommets  consécutifs  de  la  ligne  a;  a  A,  Ap,  By 
trois  côtés  de  la  ligne  A.  Menons  CA,  CB  et  Ap',  B]S'  perpendiculaires 
à  ces  droites;  par  le  deuxième  foyer  F  de  la  conique  $,  menons  FA',  FB' 
parallèles  à  FA,  FB. 


On  a 


ex.  FA'  =  const., 
CX.CA  =  const.  ; 


d'où 


FA' 
CA 


const. 
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La  figure  CA/3'B  est  donc  homothétique  à  la  figure  FÂ'/3B';  le  théo- 
rème est  donc  démontré. 

Fig.   12. 


Théorème  III.  —  La  surface  d'un  polygone  A  reste,  pendant  le  dé- 
placement du  polrgone,  proportionnelle  à  celle  du  polygone  «  corres- 
pondant. 

Reportons-nous  à  la  figure  précédenle  :  il  suffit  de  démontrer  que 
la  surface  du  polygone  formé  par  les  points  A',  B',  . . .  reste  proportion- 
nelle à  celle  du  polygone  a. 

On  a 

/3Q  =  Cj-B  -  CQ  =  R  -  (fl  +  /;>cosw) 

(R,  a,  b  étant  trois  constantes  égales  respectivement,  R  au  rayon  du 
cercle  C;  «  à  la  distance  constante  du  point  F  an  côté  A'B',  et  è  à  la 
distance  CF). 

2(A'B'/3Q)  =  (R  -  rt)2A'B'-6  2A'B'cosw=:  (R  -  a)lk'h', 


aSC)  wF.iLi.. 

c"est-à-(lire, 

siirface(«j'5y. .  .)  —  sijrface(A'B 


Or 
donc 


=  (R-rt)vA'B'. 
snrface(A'B'. .  .    =^  alS.'B'; 
surface («fy/..   ;  =  R  ZA'B'. 


Ces  deux  relations  démontrent  le  théorème  : 

Théorème  IV.  —  La  surjace  d'un  polygone  A  reste,  pendant,  le 
déplacement  du  polygone,  proportionnelle  à  la  somme  des  sinus  de  ses 
angles,  et  aussi  à  la  somme  des  droites  qtd  joignent  ses  sommets  de 
lieux  en  deux. 

Ce  théorème  est  évident,  en  vertu  du  précédent. 


THiioRKME  V.  —  Les  centres  des  cercles  circonscrits  au.i-  triangle.^ 
formés  par  un  côté  d'une  ligne  A  et  les  prolongements  des  deux  cotés 
adjacents  sont  les  sommets  d'une  ligne  polygonale  inscrite  et  circon- 
scrite à  deux  coniques. 
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Soient  a,  jS,-/,  cJ  quatre  sommets  consécutifs  de  la  ligne  a;  ABH,  BJC 
les  deux  triangles  de  la  ligne  A  qui  leur  correspondent. 

Le  cercle  circonscrit  à  ABH  est  le  transformé  par  rayons  vecteurs 
réciproques  du  cercle  des  neuf  points  du  triangle  «("ïy;  or  le  centre 
de  ce  cercle  des  neuf  points  décrit  une  circonférence,  car  le  centre  des 
moyennes  dislances  des  points  «,'5y  en  décrit  une;  le  rayon  de  ce  cercle 


Fig.   i/,. 


s" 


des  neuf  points  est  constant;  donc  il  touche  deux  cercles  concen- 
triques :  son  transformé  ABH  touche  donc  aussi  deux  cercles,  son 
centre  décrit  donc  une  conique. 

Soient  B  et  ^  les  deux  points  de  rencontre  des  cercles  ABH,  BJC;  la 
droite  B^  passe  au  centre  S  de  similitude  des  deux  cercles  auxquels 
sont  tangents  les  cercles  ABH,  BJC,  de  plus 

SB.SS  =  const.; 

donc,  en  vertu  du  théorème  II  de  la  1"'  Partie,  la  perpendiculaire 
élevée  au  milieu  de  B^,  laquelle  passe  par  les  centres  des  cercles  ABH, 
BJC,  touche  une  conique. 

Théorèjie  VI.  —  DaJis  une  ligne  a.  qui  se  déplace,  les  centres  des 
hyperboles  équilatères  passa?ît  par  quatre  sommets  consécutifs  dé- 
crivent une  circonférence. 

Soient  a,  (5,  7,  5  quatre  sommets  consécutifs  :  le  centre  de  l'hyperbole 
équilatère  qui  passe  par  les  quatre  points  est  au  point  de  rencontre 
des  cercles  des  neuf  points  des  triangles  a/3/,  j'i/d;  ces  cercles  se  ren- 
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contrent  déjà  au  milieu  y  de  [v/,  de  plus  ils  touchent  deux  cercles 
fixes;  donc,  en  répétant  le  raisonnement  du  théorème  précédent,  on 


voit  que  le  deuxième  point  de  rencontre  de  ces  cercles  décrit  un  cercle 
fixe. 

Théorème  VII.  —  Dans  un  polygone  a  qui  se  déplace,  In  somme  des 
carrés  des  côtés  reste  constante. 

SoïenX.  x' ,  j\  x" ,  y" ,  . .  .  les  coordonnées  des  sommets  du  poly- 
gone a,  par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires  passant  par  le  point  (', 
l'axe  des  x  étant  l'axe  de  la  conique  <I>. 

Les  sommets  du  polygone  a  et  les  milieux  de  ses  côtés  décrivant  des 
circonférences,  on  a 

.'>^r  =  R=,  (^î:)v  (i-ii')VA-^VB=,., 

On  en  déduit 

x'  x"  -t-  ■)■'■)■"  -f-  A  (a-'  -t-  x")  +  B,  =  o 
x"x"'  +j"y"'  +  A  [x"  -H  x'")  -f-  B,  =  o. 

En  appelant  S^  la  somme  des  carrés  des  cotés,  on  a 

s,-^  =  i[[x'-x"f  ^[r-j-Y] 

=  R  +  l{x'x"  -+■  j'y")  =  K,  +  k,lx'. 
Or  2x' est  constant,  car  le  centre  des  moyennes  distances  des  som- 
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mels  du  polygone  a  est  fixe,  en  vertu  du  théorème  V  de  ia  I'^  Partie. 

Théorème  VIII.  —  La  somme  des  carrés  des  droites  qui  joignent  les 
sommets  du  polygone  a,  pris  de  deux  en  deux,  reste  constante,  pen- 
dant le  déplacement  de  ce  poljgone. 

En  effel,  les  milieux  des  côtés  du  polygone  a  décrivant  une  circon- 
férence, on  a 

l[x' x"  H-  j'j")  =  const. 

Les  centres  des  moyennes  distances  de  trois  sommets  consécutifs  du 
polygone  a  décrivant  une  circonférence,  on  a  de  même 

2;  [{x'x"  -\-  x'  x'"  +  x"x"' )  -+-  [y'  j"  +  y'j'"  +  y" y'")]  =  const. 

On  en  déduit 

l[x'x"'  -+-  x')'"')  =  const. 

Le  théorème  est  démontré  par  cette  relation. 

Théorème  IX.  —  La  somme  des  carrés  des  droites  qui  joignent  les 
sommets  du  polygone  appris  de  p  en  p,  reste  constante,  pendant  le  dé- 
placement du  polygone. 

Même  démonstration  que  pour  les  deux  théorèmes  précédents.  Celte 
somme  varie  d'ailleurs  avec  p. 

Théorème  X.  —  Dans  un  polygone  A,  la  somme  des  cosinus  des 
angles  reste  constante,  pendant  le  déplacement  du  polygone. 

Conséquence  évidente  du  théorème  VII. 

Théorème  XI.  —  Da/is  un  polygone  A,  la  somme  des  cosinus  des 
angles  Jormés  par  deux  côtés,  pris  de  p  en  p,  reste  constante,  pen- 
dant le  déplacement  du  polygone. 

Conséquence  évidente  du  théorème  IX. 
Cette  somme  varie  d'ailleurs  aver  p. 

Théorème  XII.  —  La  somme  des  cosinus  des  angles  quejont  tous  les 
côtés  d'un  poljgone  A  avec  une  direction  fixe  reste  constante,  pendant 

Juurn.  de  Math,  (3»  série),  tome  IV,  —  Septembre  1878.  'J'] 
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le  déplacement  de  ce  polygone.  Cette  somme  varie  d'ailleurs  avec  la 
direction  choisie. 

Soit  AB  un  des  côlés  du  polygone,  a  le  poinl  où  il  louche  le  cercle  C. 
Menons  par  le  cenlre  C  une  parallèle  à  la  direction  donnée;  cos  5  est 
proportionnel  à  la  distance  du  poinl  a  à  cette  droite  Cj:. 

Donc  la  somme  des  cosS  est  proportionnelle  à  la  somme  des 
distances  des  points  a  à  une  droite  fixe,  et  cette  dernière  somme  est 
constante  en  vertu  du  théorème  V  de  la  1'"  Partie.  De  même  liwj 
est  constante. 


Le  centre  des  moyennes  distances  des  points  a  est  un  point  fixe 

situé  sur  la  ligne  des  centres  des  deux  cercles  auxquels  le  polygone  A 

est  inscrit  et   circonscrit;    appelons   A   la   distance   de   ce   point   au 

centrée  et  oj  l'angle  que  fait  la  ligne  des  centres  avec  la  direction  O.r; 

nous  aurons 

„         ,        "iy'        /?iAsinw 
Icosy  =  ^—  = j 

p,  p, 


li'mO  = 


On  en  déduit 


—■  cotw. 


On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème  XII I .  —  Lorsqu'un  polygone  se  déplace  en  restant  inscrit 
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et  circonscrit  à  Jeux  cercles^  le  rapport  entre  la  somme  des  sinus  des 
angles  Jonnés  par  tons  ses  côtés  avec  une  direction  fijce  et  la  somme 
des  cosinus  de  ces  mêmes  angles  reste  constant ,  quel  que  soit  le 
nombre  des  côtés  du  poljgone. 

Remarque.  —  Nous  allons  donner  du  théorème  XII,  qui  est  impor- 
tant, une  démonstration  directe. 

Soient  B,A,C  trois  sommets  consécutifs  du  polygone  A;  B',A',C'  les 
positions  de  ces  points  après  un  déplacement  infiniment  petit  du  poly- 
gone A.  Menons  par  le  centre  O  du  cercle  extérieur  une  parallèle  à  la 


direction  donnée;  nous  pouvons  déterminer  un  sommet  B  du  poly- 
gone A  par  l'arc  LB  =  (p,  compté  à  partir  du  point  L.  Nous  aurons 


dif'           d<f'           i/<f"          d-i  -+-  dif' 

r/œ  -)-  dij" 

AK         AK'         K'C              AB 

AC 

BR 

Cela  posé,  le  polygone  BAC...  se  fermant,  en  appelant  0  l'angle  d'un 
de  ses  côtés  AB  avec  la  droite  fixe  Ox,  on  a 

2ABsin{5  =  o. 
Or 


'j  =  ' )     a 


h- 
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donc 
p;ir  suite 


^  sinî  d'j  =  o; 
IcosO  =  const. 


C.  Q.    F.     I). 


Thkorèsie  XIV.  —  Quand  un  poljgone  A  se  déplace j  la  somme  des 
distances  d'un  point  fi.re  du  plan  à  ses  côtés  reste  constanle.  Cette 
somme  varie  avec  la  position  du  point  dans  le  plan. 

Soient  P  le  point  fixe,  AB  un  côté  du  polygone.  Joignons  Cl',  la 


Fie.   'S- 


droite  CP  reste  fixe  pendant  le  déplacement  du  polygone.  Kn  appelant 
â  la  distance  de  P  à  AB,  on  a 

5-4-p,  =CPsine, 
lo  -h  mp,  =  CP  2  sin  0 . 

On  voit  que  lo  reste  constante. 
Nous  avons 

„    .     -         m  j^cosu 
1  SUl  0  =  : 
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donc 

„  ,         C.P  m  A  rns',1 

Id  =■ m  Pi. 

P' 

On  voit  que  cette  soimue  des  distances  reste  la  même  lorsque  le 
point  P  se  déplace  sur  luie  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres, 
menée  à  une  distance  du  point  C  égale  à—;  cette  somme  est  alors 
nulle. 

Cette  somme  des  distances  reste  encore  la  même  et  égale  à  —  mp,, 
lorsque  le  point  P  se  déplace  sur  la  perpendiculaire  à  la  ligne  des 
centres,  menée  par  le  point  C.  Enfin  cette  somme  des  distances  con- 
serve la  même  valeur  pour  tous  les  points  P,  situés  sur  ime  même 
perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres. 

Théorème  XV.  —  La  somme  des  distances  du  centre  O  du  cercle 
circonscrit  au  polygone  A,  aux  droites  qui  joignent  les  sommets  de  ce 
poljgone  pris  de  deux  en  deux,  reste  constante  pendant  le  déplace- 
ment de  ce  poljgone. 

En  effet,  chacune  de  ces  distances  est  proportionnelle  au  cosinus 
d'un  des  angles  du  polygone. 

Théorème  XVI.  —  La  somme  des  rajons  des  cercles  inscrits  dans 
les  triangles  formés  par  trois  sommets  consécutifs  du  polygone  A  reste 
constante,  pendant  le  déplacement  de  ce  poljgone. 


Soient  A,  B,  C  trois  sommets  consécutifs,  appelons   ^',  c?",  o"  les 
distances  de  O  aux  trois  droites  AB,  BC,  AC. 
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On  a,  en  appelant  r  le  rayon  du  ctrcle  inscrit  au  triangle  ABC, 

Or  1^\  1^'  sont  constantes,  en   vertu   du   théorème  XIV,  et  ^5"  est 
constante  en  vertu  du  théorème  XV. 

Théorème  XVII.  —  La  somme  des  rajons  des  cercles  inscrits  dans 
les  trianqles  formés  par  un  côté  du  polygone  A.,  et  les  prolongements  des 
deux  côtés  adjacents^  reste  constante,  quand  le  poljgone  se  déplace. 

Reportons-nous  à  la  figure  du  théorème  II.  Le  rayon  du  cercle 
inscrit  au  triangle  AHB  est  la  distance  de  |3'  au  côté  AB;  or  cette  dis- 
lance est  proporlionnelle  à  ^Q  ou  à  C^  —  CQ;  or  la  somme  des  lon- 
gueurs CQ  reste  constante  en  vertu  du  théorème  XIV. 

Théorème  XVIII.  —  Si  l'on  considère  quatre  sommets  consécutijs 
(i,  a,  3,  4.)  d un  polygone  a,  les  droites  (li),  (24)  se  rencontrent  en  un 
point  M. 

Ce  point  M  est  le  sommet  d'un  polygone  qui  se  déplace  en  même 
temps  que  le  polygone  a  et  qui  jouit  des  propriétés  suivantes  :  il  est 


inscrit  à  un  cercle  et  circonscrit  à  une  conique;  le  centre  des  moyennes 
distances  de  ses  sommets  est  fixe;  la  somme  des  carrés  de  ses  côtés 
est  constante. 
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En  effet,  les  perpeniliculnires  abaissées  des  points  2  et  3  sur  les 
flroites  (i3),  (24)  passent  par  le  deuxième  foyer  F  de  la  conique  *;  et 
l'on  n,  en  vertu  du  théorème  II,  F"  Partie, 

Fu..FR  =  FR.  F3  =  const., 
FR.CP  =  const., 
d'où 

FM 

—  =  const. 

Cette  dernière  relation  démontre  le  théorème. 

Théorème  XIX.  —  Le  point  K,  projection  du  sommet  (3),  sur  le 
côte'  {2^),  est  le  sommet  d'un  polj-gone  qui  jouit  des  mêmes  propriétés 
que  le  polygone  des  points  M  (voir  la  figure  du  théorème  précédent). 

En  effet,  si  H  est  le  point  de  concours  des  hauteurs  du  triangle 
(2,  3,  4),  on  a 

FK 


FH 


const.; 


donc  le  point  K  décrit  une  courbe  homothétique  à  celle  du  point  H,, 
et  par  suite  à  celle  du  centre  G3  des  moyennes  distances  des  trois 
points  (2,  3,  4)- 

Théorè-\ie  XX.  —  Si  l'on  considère,  dans  un  polygone  «,  les  centres 
des  moyennes  distances  de  p  sommets  consécutifs ,  ces  points  sont  les 
sommets  d'un  polygone  qui  jouit  des  propriétés  suivantes  : 

1°  Il  se  déplace  en  restant  inscrit  à  un  cercle  et  circonscrit  à  une 
conique  fixe. 

2°  Le  centre  des  moyennes  distances  de  ses  sommets  est  fixe. 

3°  La  somme  des  carrés  de  ses  côtés  reste  constante. 

4°  La  somme  des  carrés  des  droites  qui  joignent  ses  sommets  de  n 
en  n  reste  constante. 

Ces  propriétés  se  déduisent  aisément  des  théorèmes  précédents. 

Théorème  XXI.  —  Si,  en  considérant  un  polygone  a,  on  mène  par 
un  point  a^  du  plan  une  droite  égale  et  parallèle  à  A,  A^  qui  joint  les 
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sommets  A , ,  A,,,  puis  par  V extrémité  Op  de  cette  droite,  une  droite  égale 
et  parallèle  à  A^  Ap+,,  et  ainsi  de  suite,  on  Jormera  un  polygone  jermé 
inscrit  à  un  cercle  et  circonscrit  à  une  conique;  lorsque  le  polygone  * 


l-'i(;.  ■i\. 


se  déplacera ,  le  polygone  des  points  a  se  déplacera  en  même  temps,  le 
cercle  et  la  conique  auxquels  il  est  inscrit  et  circonscrit  tourneront 
autour  du  point  a,  sans  changer  de  grandeur  ni  de  position  relative, 


Fig.   23. 


et  la  somme  des  carrés  des  côtés  a,  ap  restera  constante;  enfin  le  centre 
des  moyennes  distances  des  points  rt,  apap^, ...  décrira  un  cercle  ayant 
son  centre  au  point  a,. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  il  suffit  de  remarquer  que  la  droite 
A,  A^  est  parallèle  eu  direction,  et  proportionnelle  en  grandeur  à  la 
droite  qui  joint  les  centres  des  moyennes  distances  des  deux  groupes 
de  points  (A,  Aj  . . .  Ap_,),  (Aj  A,  . . .  Ap). 

Remarque.  —  Si  le  polygone  a  a  un  nombre  pair  de  2/m  côtés,  et 
qu'on  joigne  les  sommets  de  m  en  m,  le  polygone  a,  a,„a„i_^.,  .  . . ,  con- 
struit comme  nous  venons  de  le  faire,  aura  ses  côtés  opposés  égaux  et 
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parallèles;  le  cercle  et  la  conique  auxquels  ce  polygone  est  inscrit  et 
circonscrit  seront  donc  concentriques. 

Théorème  XXII.  —  Si  dans  un  polygone  a.  on  considère  2p  som- 
mets consécutijs.  et  quon  joig?ie  les  centres  des  moyennes  distances 
des  p  premiers  et  des  p  suivants^  la  droite  ennsi  obtenue  est  le  côte' 
d'un  polygone  analogue  de  a,  c'est-à-dire  dont  les  sommets  décrivent 
une  circonférence^  pendant  que  les  milieux  de  ses  côtés  décrivent 
aussi  une  circonjérence. 

En  effet,  soient  g^,  g^,  les  centres  des  moyennes  distances  des  som- 
mets (i,  2,  3,    . . ,  p)  (p  +  i,/J  +  2,  . .  . ,  2/?);  le  milieu  g„p  de  la  droite 

Fig.  23. 


gpgp  esl  le  centre  des  moyennes  distances  des  points  (i,  2,  3,  . . . ,  "2 p); 
donc  il  décrit  une  circonférence,  et  le  théorème  se  trouve  démontré. 

Si  p  est  premier  avec  m  nombre  des  côtés  du  polygone  «,  et  plus 
petit  que  — )  le  polygone  des  points  gp  aura  m  côtés;  cela  posé,  nous 
appellerons  polygones  a  distincts  deux  polygones  de  m  côtés,  tels 
qu'un  côté  dans  le  premier  polygone  partage  le  plan  en  deux  régions 
dont  l'une  contient  K  sommets  et  l'autre  (/«  —  R  —  2),  tandis  que  dans 
le  deuxième  polygone  K  se  change  en  K'. 

On  voit  donc  qu'il  y  a  autant  de  polygones  a  distincts,  de  m  côtés, 
qu'il  y  a  d'entiers  premiers  avec  m  et  plus  petits  que  — 

Supposons  construit  un  quelconque  de  ces  polygones  de  m  côtés, 
qui  sera  inscrit  à  un  cercle  de  rayon  p,,  pendant  que  les  milieux  de 
ses  côtés  seront  sur  un  cercle  de  rayon  pj,  et  tel  que  la  distance  des 
centres  des  deux  cercles  soit  §2!  à  ce  polygone  a  correspond  un  poly- 
gone A  de  m  côtés  inscrit  à  un  cercle  de  rayon  R,  circonscrit  au 
cercle  p,,  la  distance  des  centres  des  deux  cercles  étant  égale  à  5. 

Si,  dans  le  polygone  a,  nous  considérons  les  centres  des  moyennes 
distances  gp,  g'p,gp, ...,  pour  toute  valeur  de/?  première  avec/»  et  plus 
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|)etile  (iiie  — »  ces  points  seront  les  sommets  d  un   polygone  a,,  de  m 

côtés,  dont  les  cléments  seront  pp  p2p  {''■jp  —  ^p)'i  '^  ce  poljgone  Up 
correspondra  un  polygone  A^  dont  les  éléments  seront  R^,  pp,  tT^, ,  et  les 
quantités  R^,  pp,  â'p  seront  des  fonctions  rationnelles  des  données 
R,  p,,  5,  fonctions  que  nous  savons  calculer  au  moyen  des  formules 
(R")  de  la  V  Partie. 

On  en  déduit  aisément  le  théorème  suivant  : 

TniioRiniE  XXIII.  —  L'équation  (S)=:o,  ouJ(Z,u-)  =  o  (voir 
V^  Partie),  est  telle  que,  si  l'on  en  connaît  une  seule  racine  réelle  et 
positive,  toutes  les  antres  racines  réelles  et  positives  peuvent  se  calculer 
rationnellement  et  successivement  en  fonction  de  la  première. 

Pour  appliquer  ce  tliéorème  à  un  exemple,  considérons  réf|ualion 
du  sixième  degré  p(Z2,a')  =  o,  qui  correspond  au  polygone  de  sept 
côtés;  remarquons  qu'il  y  a  trois  polygones  u  distincts  de  sept  côtés. 

Donnons-nous  «  et  R,  nous  aurons  alors  Z2  =  K'p,  et  l'équation 
'^  :=  o  nous  donnera  Zo,  c'est-à-dire  jS,  ;  à  ime  valeur  déterminée 
réelle  et  positive  de  Zo,  satisfaisant  à  l'équation  ç  =  o,  correspond  un 
polygone  A  dont  les  éléments  sont  5,  R,  p,  ;  ce  polygone  jjeut  donc  être 
construit  :  par  suite  aussi  le  polygone  «qui  lui  correspond.  Cela  posé, 
calculon-;,  au  nu)yen  des  formules  (R),  les  valeurs  p.,,  p;,,  p,,  pjj  nous 
aurons 

Pi=pî,         P^=p2<         ^2——'        Z3=— , 

z,-^Zl-Zl+  I  =o. 

Calculons  aussi  Oo.  â^,  o... 

I^e  polygone  a.  de  sept  côtés,  dont  \es éléments  sont  po,  p,,  (oj  —  0*2), 
pourra  donc  être  construit,  par  suite  aussi  les  éléments  p^,  Rj,  5'.,  du 
polygone  A2  correspondant,  si  nous  posons  a  =  ^5  Zo  =  nT^Vî'Ceb 
valeurs  de  a  et  Zj,  substituées  ilans  la  relation  (55  =  0,  la  rendront  iden- 
tique; c'est  en  ce  sens  qu'il  faut  entendre  le  théorème  énoncé.  Si 
donc,  pour  une  valeur  doiuiée  de  a,  on  connaît  une  valeur  de  Z^  qui 
annule  l'équation,  on  poiura   calculer  rationnellement   deux   autres 
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valeurs  deZo  qui,  pour  une  autre  valeur  de  a  dépendant  de  la  première 
valeur  donnée  à  a,  rendent  encore  l'équalion  ç  =  o  identique.  Ces 
explications  fout  nettement  comprendre  le  théorème. 

Théorème  XXIV.  —  Dans  un  poljgone  A,  la  somme  des  inverses 
des  rajons  des  cercles  circonscrits  aux  triangles  formés  par  un  côté 
et  les  prolongements  des  deux  côtés  adjacents  reste  constante ,  pendant 
le  déplacement  du  polygone. 

Ce  théorème  se  ds'montre  facilement  en  s'appuyant  sur  ce  que  l'un 
de  ces  cercles  est  le  transformé  par  rayons  vecteurs  réciproques  du 
cercle  des  neuf  points  d'un  triangle  fermé  par  trois  sommets  consé- 
cutifs du   polygone  c/.. 

Théorème  XXV.  —  Si  Von  considère  p  sommets  consécittijs  d'une 
ligne  Cf.,  et  les  p  côtés  d'une  ligne  A  qui  correspondent  à  ces  points,  le 
centre  des  mojennes  distances  de  ces  p  sommets  a  pour  polaire  et,  par 
suite,  pour  droite  correspondante  dans  la  ligne  A,  la  droite  lieu  géo- 
métrirjue  des  points  dont  la  somme  des  distances  à  ces  p  côtés  de  la 
ligne  A  est  nulle. 

On  peut  donc  appliquer  à  ces  droifes  les  théorèmes  démontrés  sur 
les  centres  des  moyennes  distances. 

Théorème  XXVI.  —  Quand  un  poljgone  de  2/?^  côtés  se  déplace  en 
restant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  coniques,  les  côtés  opposés  se  ren- 
contrent en  m  points  qui  restent  sur  une  droite  Jixe  ;  les  dioites  qui  joi- 
gnent les  sommets  opposés  passent  par  un  même  point  qui  reste  fixe. 

Ce  théorème  se  démontre  en  remarquant  qu'à  luie  position  d'un 
des  sommets  ou  d'un  des  côtés  ne  correspond  qu'une  seule  position 
du  somaiet  ou  du  côté  opposé,  et  réciproquement.  Si  nous  considérons 
les  ;7î  points  déterminés  sur  la  droite  fixe  par  les  points  de  rencontre 
des  côtés  opposés  pris  deux  à  deux,  ou  bien  encore  les  m  points  d'in- 
tersection d'une  droite  fixe  du  plan,  avec  les  m  droites  formées  par  les 
lignes  qui  joignent  les  sommets  opposés  pris  deux  à  deux,  et  qui  pi- 
votent autour  d'un  poiut  fixe,  ces  m  points  formeront  sur  la  droite 
considérée   un    système  de   divisions  en  invohit'ion  du  [m]"'""'  ordre, 
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c'est-à-dire  qu'à  une  position  de  l'un  d'eux  ne  correspondra  qu'une 
seule  position  des  {m  —  i  )  autres,  quel  que  soit  le  point  choisi. 

Cela  posé,  considérons,  en  parlicidier,  lui  hexagone,  Jious  aurons 
un  système  de  trois  points  se  déplaçant  sur  une  droite  lixe;  appelons 
a,  /3,  y  les  distances  de  ces  trois  points  à  un  point  fixe  quelconque  de 
la  droite;  puisque  les  trois  points  se  correspondent  de  telle  manière 
qu'à  une  valeur  de  «  correspondent  deux  valeurs  |3,  y,  et  que  de  même 
à  la  valeur  /3  correspondent  deux  valeurs  «,  7,  et  à  la  valeur  7  deux 
valeurs  a,  |S,  nous  aurons,  entre  «,  fj,  7,  les  trois  relations 

Aa-fi'  +  B(a=,'i  +  afi")  -+-  C(«=  +  [^'^)  +  Da/3  +  E(«  ^  |S)  +  F  =  o, 
Aa^Y  +  B(«-7  +  «7")  -l-  . ..  -t-  F  =  o, 
A  /5-  7=  4-  . . .  +  F  =  o. 

Éliminons  ^  et  7  entre  ces  trois  relations,  et  exprimons  que  l'équa- 
tion en  a  est  identiquement  satisfaite,  nous  aurons,  entre  les  coeffi- 
cients A,  B,  C,  ...,  F,  les  relations  qui  caractérisent  Vini'oluiion  du 
deuxième  ordre.  Nous  ne  faisons  qu'indiquer  cette  généralisation,  qui 
fera  l'objet  d'une  étude  ultérieure. 

Théorème  XXVII.  —  //  existe  entre  les  angles  qui  déterminent  les 
sommets  d'un  poljgone  a  un  grand  nombre  de  relations  Jaciles  à 
trouver. 

Les  coordonnées  des  sommets  d'un  polygone  a  pourront  se  repré- 
senter par 

0^  COSOJ,,    jOjCOSWo,    .  .  ., 

(5,sin  w,,  poSinWi,  .... 

Exprimons,  par  exemple,  que  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'un 
des  sommets  sur  la  droite  qui  joint  les  deux  sommets  adjacents  passe 
par  un  point  fixe,  nous  aurons 

—  sin  w^  sin  W3  —  sin  w,)  +  (A  —  coswo  1  (coswj  —  cosu,  )  ^  o; 

d'où,  en  différentiant, 

o  =  f/w,  [Asin&j,  -+-  sin (ojo  —  m,  )j 

-\-d'ji.i\s\n  ',u.  —  0)3^  —  sin(o),  -|-  Wj)]  +  duy^[Kim'jy,t  —  sin  'Oo-t-Uj)]. 
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On  a  donc  la  relation  suivante  : 

Asinwi  +  sin;M2 — w,)    sin(u]— 0)3) — sin[wi+6)..)       Asinwj — sin(w,-l-Wj)  o,  o, 

o  Asint.)2-l-sin(6)3 — o.)       sin(t.i3 — w,) — sin(Mj-l-u3)    AsIdw, — sin(w3-fwi)   o 


On  trouverait  de  même  une  série  d'autres  relations  exprimées  par 
des  déterminants  égalés  à  zéro. 

Théorème  XXVIII.    —  Si  l'on  a  une  série  d'angles  oj,,  ojo,  . . .,  'à,„ 
entre  lesquels  il  existe  la  série  des  relations  suivantes,  au  nombre  de  vi  : 

cos((jj2  —  oj,  )  +  A(cosw2  +  cos&)|  )  H-  B  =  o, 
cos(w3  —  coo)  +  A(cosM3  -h  cosojo)  +  B  =  o, 


COS(&)m  —  «->;«-!  )  +  A(COSOJ,„  4-  C0SW,n_|  )  -f-  B  =:  O, 

cos(oj,  —  w,„)  +  A(cosflj|  +  cosw,„)  +  B  =  o, 

1"   On  peut  éliminer  les  m  angles  entre  ces  m  équations,  et  obtenir 
par  suite  une  relation  entre  A  et  B. 

2"   On  a  eJitre  les  angles  la  série  des  -  relations  suivantes  : 

2cos{&K  —  W|  )  =  consl., 
2cos(w3  —  w,)  =  const., 
2cos(&)<  —  oj,)  =  const., 


2 cos / oj ^^^^1  —  W(\  ^  const. 


Ce  théoième  n'est  que  la  traduction  des  théorèmes  qui  précèdent. 

Théorème  XXIX.  —  Dans  un  triangle  A,  le  centre  des  moyennes 
distances  des  sommets  décrit  une  circonférence  pendant  le  déplace- 
ment du  triangle. 
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Représentons  les  coordonnées  des  n-ois  sommets  par 

Rcosa,,  Rsiiia,, 

RcosKj,  Rsinaj, 

RCOSK3,  R.sina,. 
Posons 


Il  vient 

^'p,  =  -  o^'  +  R/, 
±.,=-(?f -hRj". 
On  en  tire 

R^Iy^  +  S'I'^-  -  3p?  -  2ÔR2jl  ==  o, 

R-2j-  -  ô-2r--J-3pî  ipaHp.^jr  ^  o, 

R-1)-  -  ÔRZ7S  ±Rp,lj  =  o. 

Or  RI}-  est  égal  à  R  +  p,,  car  R-jT  représente  la  somme  des  dis- 
tances du  centre  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle  à  ses  côtés;  donc 

(i)  R"-If-  -5RIfE±zp,{l\-hp,)^o. 

Considérons  un  cercle  dont  le  centre  soit  sur  la  droite  qui  joint  les 
centres  O  et  G  des  cercles  inscrit  et  circonscrit  au  triangle,  à  une 
distance  de  O  égale  à  -tt^i  passant  par  le  centre  des  moyennes  distances 
des  trois  sommets  et  de  rayon  H,  on  aura 


(-) 


,  /Rcosa,  -)-RroSa..  +  Rcosstj         2iî\- 

H" 


3 
Rsina,  -f-  Rsinczo  -h  Rsina, )■'. 


Cette  relation  devient,  en  vertu  de  la  relation  (i), 
/,o'-9/r-  -  3R-±/|p,'.R4-f.,    =0. 
h  est  donc  constant,  et  le  théorème  est  démontré.  On  en  déduit  aisé- 
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nient  que  le  point  de  concours  des  hauteurs  déciit  aussi  une  circonfé- 
rence, et  que  le  centre  du  cercle  des  neuf  points  en  décrit  une  dont 

le  centre  est  au  centre  du  cercle  inscrit  et  de  rayon p, .  On  a  donc 

une  démonstration  très-courte  de  ce  théorème,  que  le  cercle  des  neuf 
points  d'un  triangle  est  tangent  au  cercle  inscrit. 

Théorème  XXK.  —  Le  centre  des  moyennes  distances  des  sommets 
d'un  quadrilatère  qui  se  dépince  en  restant  inscrit  et  circonscrit  à 
deux  coniques  décrit  une  conique  :  les  deux  diagonales  sont  les  rajons 
homologues  de  deux  faisceaux  eu  involution. 

En  effet,  les  deux  diagonales  passent  par  un  point  fixe,  et  leurs 
milieux  décrivent  une  même  conique,  la  droite  qui  joint  ces  milieux 
passant  par  un  point  fixe. 

Théorè-\ie  XXXf.  —  Quand  un  poljgone  se  déplace  en  restant  in- 
scrit et  circonscrit  à  deux  coniques  ayant  unjoyer  commun,  la  somme 
des  cosinus  des  angles  formés  avec  une  droite  Jixe  par  les  rajons  vec- 
teurs qui  sont  de  ce  Jojer  aux  divers  sommets  reste  constante.  La 
somme  des  inverses  de  ces  rajons  vecteurs  est  constante.  La  somme  des 
cosinus  des  angles  formés  par  deux  rajons  vecteurs  pris  de  p  en  p  reste 
constante;  cette  somme  varie  d'ailleurs  avec  la  valeur  de  p. 

Ces  théorèmes  sont  des  conséquences  des  théorèmes  XI,  XII,  XIII. 


RESUME. 

Nous  avons  ramené  le  problème  proposé  à  l'étude  d'un  système 
d'équations  particulier  qui  résont  la  question  et  donne  la  condition 
cherchée  sans  aucune  élimination,  et  par  des  calculs  successifs;  il 
est  important  de  remarquer  que  les  relations  cherchées  étant  trou- 
vées pour  tous  les  polygones  dont  le  nombre  des  côtés  est  inférieur 
à  n,  la  relation  analogue  relative  au  polygone  de  72  côtés  se  déduit  des 
relations  précédentes.  Nous  avons  indiqué  de  quelle  équation  aux 
différences  finies  dépend  la  solution  du  problème  eu  fonction  directe 
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du  nombre  des  côtés.  Nos  formules  comprennent,  d'ailleurs,  comme 
cas  particulier,  les  polygones  réguliers.  Nous  avons  démontré  un 
théorème  nouveau  (théorème  V),  qui  nous  a  donné  un  grand  nombre 
de  conséquences  formant  la  seconde  Partie  de  notre  travail.  Nous 
nous  proposons  de  faire  une  étude  plus  approfondie  des  équations 
fondamentales,  cpii  paraissent  devoir  donner  lieu  à  des  recliercbes 
dignes  d'intérêt. 
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Origine  géométrique  et  représentation  géométrique  des  fonctions 
elliptiques,  abélicnnes  et  de  transcendantes  d'ordres  supé- 
rieurs ; 

Par  m.  YVON  VILLARCEAU. 


Les  géomètres,  en  s'occupant  de  la  rectification  des  arcs  de  courbes, 
ont  réussi  à  obtenir  un  certain  nombre  de  représentations  géométri- 
ques de  quelques-unes  des  fonctions  elliptiques;  mais  ils  ne  sont  pas 
arrivés,  autant  que  je  le  sache,  à  représenter,  au  moyen  d'une  courbe 
unique,  l'ensemble  des  fonctions  (p  =  axau,  cosamu,  sin  axnu  et  A  amzi. 
Il  y  a  quatre  ans,  j'indiquai  à  mon  savant  confrère,  M.  Bouquet,  la 
courbe  du  quatrième  degré  qui  remplit  ces  conditions,  et  ce  dernier 
exposa,  dans  ses  leçons  à  la  Faculté  des  Sciences,  la  propriété  de  cette 
courbe,  qui  se  rapporte  à  la  représentation  géométrique  des  fonctions 
elliptiques. 

Des  recherches  entreprises  à  ce  sujet,  il  résulte  qu'un  géomètre 
belge,  M.  Werhulbt,  a  constaté  que  la  courbe  dont  il  s'agit  offre  une 
représentation  de  la  fonction  F  (c,  y)  de  Legendre.  Plus  préoccupé  des 
fondions  F(c,  ç)  et  E  (c,  «p)  que  des  fonctions  inverses,  Werhulst  a  re- 
cherché et  découvert  une  autre  courbe,  propre  à  la  représentation  de 
la  fonction  E  (^,9);  mais  il  n'a  pas  remarqué  que  la  courbe  du  qua- 
trième degré,  qui  représente  la  fonction  y  =  amu,  fournit  également 
la  représentation  géométrique  des  autres  fonctions  cosam«,  sinam?.; 
et  Aamzf. 

Je  crois  pouvoir  expliquer  comment  on  est  resté  si  longtemps  sans 
découvrir  la  courbe  qui  offre  la  représentation  des  quatre  fonctions 
elliptiques  fondamentales,  en  faisant  remarquer  qu'on  s'est  presque 
exclusivement  attaché  à   l'une  des  deux   évaluations  de  l'argument 
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angnlnire  que  nous  offre  la  conskiération  (la  cercle.  L'une  de  ces 
évaluations  esl  fournie  par  le  rapport  de  Vnrc  au  rayon,  l'autre  par  le 
rapport  du  double  secteur  au  carré  du  rayon  :  la  premicre  explique 
l'usage  des  dénominations  de  arcsin,  arctang,  ...;  la  seconde,  qui 
dérive  de  l'argument  considéré  sous  un  point  de  vue  plus  général, 
permet  d'écrire,  sous  une  même  forme,  les  angles  mesurés  dans  le  cercle 
et  les  doubles  secteurs  mesurés  dans  l'hyperbole  éqiiilatére,  puis  tic 
comprendre,  dans  une  même  représentation  gi''Oin('tri(]ue,  les  fonctions 
circulaires  et  les  fonctions  hyperboliques.  Familiaiisé  depuis  long- 
temps avec  l'extension  qu'd  convenait  de  donner  à  la  notion  de  l'ar- 
gument, en  le  traitant  comme  un  rapport  aréolaire,']e  n'ai  eu  aucune 
difficulté  à  constater  que  les  fonctions  elliptiques  fondamentales  pou- 
vaient être  représentées  au  moyen  d'une  courbe  unique  du  quatrième 
degré. 

Je  ne  me  bornerai  pas  à  exposer  la  théorie  tiès-élémentaire  qui  con- 
duit à  ce  résultat;  je  me  propose  de  montrer  en  même  temps  comment 
il  est  possible  de  passer  logiquement,  et  par  une  induction  naturelle, 
des  relations  entre  les  fonctions  circulaires  et  leur  argument,  aux  rela- 
tions qui  lient  un  nombre  indéfini  de  fonctions  transcendantes  à  leurs 
arguments,  en  prenant  pour  point  de  dépait  la  considération  des 
courbes  algébriques  et  celle  des  arguments  aréolaires. 

Les  coiu'bes  algébriques  dont  nous  avons  à  nous  occuper  sont  les 
courbes  fermées,  ayant  une  branche  unique,  et  symétriques  |)ar 
rapport  à  deux  axes  rectangulaires  :  ces  courbes  ont,  en  conséquence, 
un  centre  qui  est  le  point  d'intersection  des  deux  axes. 

Soient  x  e\.j  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  M  d'une  telle 
courbe,  r  le  rayon  vecteur  de  ce  point,  o  l'angle  de  ce  rayon  vecteur 
avec  l'axe  des  x,  compté  positivement  vers  ;■,  et  u  l'argument  aïoolairc 
qui  sera  déiini  dans  un  instant;  nous  nous  proposons  d'étabHr  les  rela- 
tions qui  iiermettent  d'exprimer  les  variables  i\  f,  x  etj"  en  fonctions 
de  u. 

Cela  posé,  dans  une  courbe  quelconque,  on  a,  entre  les  coortionnées 
.r,  y  et  les  coordoiuiées  polaires  ret  9,  les  relations 

(1)  ^=:COS9,        -^^Sillf. 
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Soit  S  le  double  du  secteur  compris  entre  l'axe  des  ar,  le  rayon  vec- 
teur et  la  courbe,  on  a 

r-do  =  dS>. 

Si  nous  prenons  pour  argument  aréolaire  le  rapport  de  S  au  carré 
tlu  demi-grand  axe  a  parallèle  à  l'axe  des  x,  nous  aurons 


d'où,  en  vertu  de  l'équation  précédente, 
du  =  —d(s> 

a-     ' 

et 

(3)  "=I!i''->- 

Posons 

(4)  ^=A; 
l'équation  précédente  pourra  s'écrire 

(5)  «=X't' 

et  A  sera  une  fonction  de  ç,  donnée  par  l'équation  de  la  courbe  ;  u  sera 
ainsi  une  fonction  de  ç  et,  inversement,  o  sera  une  fonction  de  u,  que 
nous  noterons 

(6)  9  =  amM: 

de  cette  manière,  ©  désigne  l'amplitude  angulaire  correspondante  à  l'ar- 
gument aréolaire  u  défini  par  l'équation  (2).  A,  étant  ime  fonction  de  ip, 
sera,  en  vertu  de  (6),  une  fonction  de  11,  que  l'on  désigne  le  plus  souvent 
par  Aamîi,  lorsque  l'on  suppose  A  exprimé  au  moyen  de  am». 
En  résumé,  nous  avons  à  considérer  les  fonctions 


(7) 


(f  =  amu     ou     u—  j     -^y 

-  =  cosaniM,      -  =  sinanH/,     —  =  Aanu<. 


39.. 


.9) 
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Ces  relations  offrent  la  représentation  géométrique  des  quatre  quan- 
tités aniK,  cosaniH,  sinam»  et  A  aniM. 

Il  s'agit  actuellement  de  reconnaître  quelles  sont  U-s  courbes  algé- 
briques qui  satisfont  aux  conditions  spécifiées  plus  haut. 

Ces  courbes,  étant  symétriques  par  rapport  aux  axes  coonlonnés, 
ne  devront  contenir  que  des  puissances  paires  de  x  g\  y .  Soit  2///  le 
degré  de  leur  équation  ;  celle-ci  aura  la  forme 

(8)         oc-'"  -H  px'-"'--r-  -+-  qx-'"-"/*  -{-...  +  ty-'"  -+-  Z  =  a"", 

où  Z  désigne  l'ensemble  des  termes  en  x  et  y  de  degrés  inférieurs  à  iin. 
(Nous  justifierons,  dans  un  instant,  le  choix  de  la  constante  qui  figure 
au  deuxième  mend)re.) 

Pour  plus  defacdité  dans  la  discussion,  nous  remplacerons  x  et  j  par 
leurs  expressions  en  coordonnées  polaires,  tirées  de  (i);  nous  aurons 
ainsi 

]'-'"( co^-"' ':.  -H  p  cos^'"~°'^  siirç)  -h  q  cos'-"'~'''p  sin^a  4-  .  . .  |  .., 

'  '   -)-  i  s\u^'"v)  -F-  r""--$o  H-  /  •-"'-'<!',  -f-  . .  .  j  ~  ^ 


en  désignant  par  <\\,,  <1>^,  .  -  .  des  fonctions  entières  de  cos-ip  et  sin^ip. 

Or,  si  l'on  suppose  cette  équation  résolue  par  rap|)ort  à  r^,  on  ob- 
tiendra, sauf  le  cas  tout  particulier  des  racines  égales,  m  valeurs  dis- 
tinctes de  r^,  qui  pourront  être  réelles  ou  imaginaires,  et  fourniront 
autant  de  branches  distinctes;  donc  nous  serons  certains  de  n'avoir 
qu'une  seide  branche  réelle  et  de  ne  point  abaisser  le  degré  de  la 
couibe,  si  nous  égalons  à  zéro  les  fondions  O^,  <!'<,  . . .,  ou  les  coeffi- 
cients des  termes  de  l'équation  (8),  qui  sont  de  degrés  inférieurs  à 
lin  et  ont  fourni  ci-s  fonctions.  Nous  devons  ainsi  supprimer  de 
ladite  équation  l'ensemble  des  termes  représentés  par  Z. 

Dans  ces  conditions,  l'équation  (8)  se  réduit  à 

(10)  .r-'"  -\-  p.x-'"'-y-  +  qx-"''''j''  +  . . .  +  ty"^'"  —  a"'". 

Sous  cette  forme,  on  voit  que  la  constante  a  exprime  la  valeur  du 

ilenii-axe  parallèle  aux  x. 

Si  l'on  pose 

1  A'"  =  cos°"'9  -h  p  cos^'"~-?  sin*ç3 
(in  ' 

/  -¥■  q  cos*"'~*(p  sin*o  -H  .    .  -4-  /  siu'"'?. 


FONCTIONS    ELLIPTIQUES    ET    AUTRES    TRANSCENDANTES.  Sog 

l'équation  (gj,  suppression  faite  des  termes  en  $21  'î'4,  ■  ■  ■■>  donnera 

(12)  ,.5"/_^m  -_  ^Sm        Qii        r-A   =   (l-, 

relations  qui  s'accordent  avec  l'équation  (4)- 

La  valeur  de  A,  tirée  de  (i  i),  est  celle  qu'il  s'agit  d'introduire  dans 
l'intégrale  (7),  pour  obtenir  u  en  fonction  de  p  ou  inversement. 
L'équation  (10)  est  celle  de  la  courbe  représentative  des  fonctions  (7). 

11  resterait  à  exprimer  les  conditions  que  doivent  remplir  les  para- 
mètres/?, q,  ...,t  pour  que  la  courbe  soit  une  courbe  fermée;  mais 
nous  allons  remplacer  ces  paramètres  par  d'autres,  qui  faciliteront  la 
discussion,  et  nous  donnerons  les  expressions  des  premiers  en  fonctions 
des  seconds  :  il  nous  sera  facile  d'en  déduire  les  conditions  relatives  à 
la  fermeture  de  la  courbe.  Nous  remplacerons  le  développement  (11) 
par  un  produit  de  facteurs  en  nombre  m,  comme  il  suit  : 

('i3)    A'"  =  (cos-çj  -+-  b-  sin^y)  (cos^'ji  +  b'^  sin^ç  ;  (cos'o  +  b"-  sin-çp)  . .  . 

b,  b',  b", ...  désignant  les  nouveaux  paramètres. 

Or  la  comparaison  de  cette  expression  avec  le  développement  iij 
permet  d'écrire  immédiatement  les  relations 

(i4)  p=lb-,     (]=lb-b'\   .  ..,     t^  b-b'-b'\  ..., 

en  désignant  par  2  les  sommes  des  combinaisons  i  à  i,  a  à  2,  .  . ., 
des  nouveaux  paramètres  b',  b'-,  b"'-,  .... 

Pour  que  la  courbe  soit  fermée,  il  faut  que  ;-  ne  devienne  pas 
infini;  donc,  en  vertu  de  (12),  A  ne  doit  |)as  s'annuler.  Or  cette  con- 
dition sera  remplie  si  les  paramètres  b,  b',  b",  ...  sont  des  quantités 
réelles,  puisque  les  deux  termes  de  chaque  facteur  ne  peuvent  s'an- 
nuler simultanément.  Il  résulte  de  (]/()  que  les  paramètres /j,  q,  . .  .,  t 
doivent  tous  être  positifs. 

Soient  c,  c',  c",  ...  des  quantités  liées  à  6,  h',  b",  ...  par  les  relations 

(i5)  c-  =  i-b-,     c'-=i-b'\     c"'  =  i-b"\     ..., 
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la  valeur  ilo  A'"  prendra  la  forme 

(16)  A'"  =  (i  —  c*  sin-ç)  (i  —  c'- sin^ç  I  (i  —  6-'- sin*(j3)   ,    ., 

familière  aux  géomètres. 

Enfin,  si  clans  la  relation  (12) 

/■-'"  A'"  --  n-"\ 

on  met  la  valeur  (i3),  et  que  l'on  ait  égard  aux  relations  (i),  on 
obtiendra  cette  équation  de  la  courbe  considérée 

(17)  (x^  -4-  b'/')  [x-  ^  h'-j-  ;  [x-  H-  b"-j-)  ...  =  a-'", 

où  le  nombre  des  facteurs  binômes  du  premier  membre  est  égal  à  m. 

Courbes  du  deuxième  ordie.  -  Faisant  2.111=  -2  ovi  m  — i,  dans 
l'équation  (17),  et  écrivant,  pour  plus  de  symétrie,  A  au  lieu  de  n,  ou 
aura 

18)  (jr=-f- //■'jvi  =  A^ 

équation  qui  est  celle  d'une  ellipse,  dont  le  demi-axe  parallèle  aux  >, 
étant  désigné  par  B,  est  lié  à  i  et  A  par  la  relation 

('9)  *-ir 

La  valeur  (i3)  de  A'"  se  réduit  à 
(20)  A  =  cos-ç -I- /r  sin^y, 

et  l'intégrale  (5)  devient 

{■}\\  UT=    /' ^— T —  = -are  (tane  =  6  tanes") 

On  en  déduit 

{22)  è  tang'f  ~  tangè«, 

puis 

I  -I-  b-  tang^œ  =:  — -.—  : 


FONCTIONS    ELLIPTIQUES    ET    AUTRES    TRANSCENDANTES.  JII 

multipliant  par  cos-ç»  cos' bu,  et  ayant  égard  à  (  20),  il  vient 

A  coiy'bu  =  cos'o. 

Nous  extrairons  les  racines  des  deux  membres  de  celte  équation,  en 
|)rei)ant  le  signe  +,  afin  que  rp  s'annule  effectivement  avec  u;  il  vien- 
dra ainsi 

cos©  =  \A.cosbu. 

De  celle-ci  et  de  (22),  on  déduit 

sin  y  =  -y'A  s'mbu. 

—  A 

Si  l'on  met  à  la  phice  de  y  A  sa  valeur  -1  tirée  de  (4\  il  vient,  en  mul- 
tipliant tout  par  /'et  ayant  égard  à  (19), 

l  rsins  ^  Bsin  -  u, 

(^')  'a 

I  rcoso  ~-  A  cos-  u, 

relations  qui   feront   connaître   r  et   f   et  tiennent   lieu  de  la   rela- 
tion (22).  On  déduit  de  ces  expressions,  au  moyen  des  formules  (r), 

(^4^  \r  .A 

(5==sm-«. 

_  I     .  ,  ,..,,.  ,         ,     .  ,     cos  A 

Les  relations  présentent  la  signitication  géométrique  de    .    -u. 

Considérons  le  cas  du  cercle  :  nous  n'avons  qu'à  faire,  dans  les 
équations  précédentes,  B  =  A,  et  nous  aurons 


[*]  Ces  formules  s'obtiennent  aisément,  sans  le  sscoiirs  du  Calcul  intégral.  Circon- 
scrivons à  notre  ellipse,  dont  A  représente  le  demi-grand  axe,  un  cercle  de  rayon  A. 
Prolongeons  l'ordonnée  d'un  [)i)int  M  jusqu'à  la  rencontre  en  M,  avec  le  cercle,  cl 


3l2  yVON    VILLARCEAf. 

Courbes  du  quatrième  ordre.  —Soit  2/h  =  4   o"   "»  =  2,  l'éqnalion 
(17)  devient 

(26).  (.r=  4-;='^-)(x^+j=6'=)=:rt*; 

c'est  l'équation  de  la  courbe  du  quatrième  ordre,  en  coordonnées  rec- 
tangulaires. 

De  (16)  on  tire 


(27)  A  =  VA'  ~~  '-■^  sM)-o  ,  [  1  —  (.•'■'  .suj^ç). 

L'intégrale  que  l'on  obtient  en  introduisant   la  valeur  (■27)  de  A 
dans  l'expression  de  u,  équations  (7),  ou 

(28)         u  =  r        ''' 

Jo    Vil— t^sin'tp)  (i— c''sin'ç] 

est  l'équation  fondamentale  des  fonctions  abéliennes.  On  serait  donc 
fondé  à  donnera  la  courbe  (26)  la  dénomination  de  courbe  des  Jonc- 
tions abéliennes,  en  ce  sens  que  cette  courbe  offre  la  signification 
géométrique  des  quatre  fonctions  qui  portent  ce  nom. 

L'équation  de  la  même  couibe,  en  coordonnées  polaires,  est 

(29 


\l[i  —  c=sin'(p  j  1^1  —  </'sin-'yj 
Eu  attribuant  à  la  constante  c'  la  valeur  particulière 

C'^O)  6''  =  0, 

soient  y,  l'ordonnée  de  Mi,  et  S,  le  double  secteur  correspondant  :  nous  aurons 

j  _  S  _  B 

Ji  ~  S^  ~  A  " 
Or  on  il,  dans  le  cercle, 

A  S,  ^      .       S, 

X  z=:  K  cos  — ,       r,  =^  A  sin  —  : 

d'où,  en  vertu  des  précédentes  relations, 

X  AS         y         .AS 

—  =  cos ï      —  =  sin  —  • — 

A  B  A'       li  B  A' 

S 
C<'lles-ci  s'idcnilfirnt  avec  (9.4)1  en  vertu  de  «  =  — • 
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la  deuxième  équation  (i5)  nous  donnera  //- =  i,  et  la  valetn-  de  A  se 

réduira  à 

(3i)  A  =  vi — c-sin'-'j, 

tandis  que  l'équation  (17)  devientira 

(3i  bis)  (.r--)-;)'°)  {-V' +  '''J'' )  =  ''''• 

La  valeur  (3i)  de  A  étant  mise  dans  l'intégrale  (7),  on  aura  l'éqnation 
fondamentale  des Jo/ictions  elliptiques 

(32)  n^  i^'         ''' 


La  courbe  (3i  bis)  peut  être  appelée  courbe  des  fonctions  elliptiques, 
jjuisqu'elle  offre  la  représentation  géométrique  des  quatre  fonctions 
ainsi  désignées. 

La  même  courbe  a  pour  équation  polaire 

(33)  r=  =  -^-~-^. 

V  I  —  c-'6in'!ii 

Courbes  des  ordres  supérieurs.  —  Il  est  clair  que,  si  l'on  attribue 
à  l'exposant  2  m  les  valeurs  6,  8,  10,...,  la  formule  (16)  fournira  une 
suite  indéfinie  de  fonctions  A,  et  que  l'on  obtiendra,  au  moyen  des  for- 
mules (7),  une  suite  de  systèmes  correspondants  d'expressions  de  trrsu- 
scendantes  d'ordres  de  plus  en  plus  élevés,  dont  l'équation  fondamentale 
est 

(34)      u=r,„     .      f\  ,  — ^= 

J 0     \J[i  —  c^sin-'tp}(i  —  f^sin^yj(i  —  c'^sinç). . . 
OU 

(35)        (-T^)     =(1  —  c"  siirçj)(i  —  c'- sin-ç~  (i — c"- sin-9  ) . . . 

(le  nombre  des  f;\cteurs  binômes  étant  m,  ou  moindre  que  m);  ces 
systèmes  jouiront  de  la  propriété  commune  d'être  représentés  géomé- 
triquement par  la  courbe  algébrique  (17) 

(  36)  (x-  -f-  h- y-]  [x-  +  b'j-)  (,r-  H-  b"-)  -)  . .  ■  =  a-"\ 

dont  les  paramètres  Z'\  b',  b"-,  ...  sont  liés  aux  constantes  t",  c'-,  c"-,  ... 
par  les  relations  (  1  5). 
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La  conskiération  des  combes  de  la  forme  (36)  offre  un  mode  de 
cl.isscment  des  transcendantes  (34)  qni  n'est  pas  sans  inlérèt.  C<- 
classement  exclut  les  intégrales  delà  forme  (34),  <lans  lesquelles  on 
introduirait,  sous  le  radical,  ini  nombre  de  facteurs  biiiùmcs,  supérieur 
au  tlesré  de  ce  radical. 


Nous  terminerons  cet  exposé  en  faisant  voir  comment  il  est  facile 
(le  tiietlre  en  évidence,  dans  la  théorie  des  Jonctions  elliptiques,  les 
valeurs  imaginaires  de  la  fonction  u. 

Lorsqu'on  veut  étudier  une  fonction  de  deux  variables  liées  entre 
elles,  il  convient  de  prendre  tour  à  tour  cliacune  d'elles  pour  variable 
indépendante.  La  quantité  n,  quand  on  y  remplace  A  par  sa  valeur  (3i), 
est  une  fonction  de  o,  considéré  comme  variable  indépendante  ; 
exprimons  maintenant  u  en  fonctioîi  de  A  et  dà  :  on   a   les  relations 

A-  —  I  —  c^sm'^o, 
AiiA  =  —  c-  sinç  cof^och, 
<;'"  sin^o  =  i  —  A'-, 
<r  cos"  o  ■—  y-  —  b^  ; 
d'où 


et 


C-iïU'j  COS'J  .  ■  —-  \^  (A'  —  ^';(l  —  ■^'  j 


En  vertu  de  cette  relation,  et  observant  que  A  décroît  quand  o 
augmente  à  partir  de  zéro,  la  deuxieîue  étpiation  (7)  donne 

_       r^  <i^  —  r' î'i- 

La  valeui'de  u  n'est  réelle  que  pour  les  valeurs  de  A'  comprises  entre 
b-  et  +  I  ;  hors  de  ces  limites,  elle  devient  imaginaire.  La  substitution 
de  la  variable  A  à  la  variable  ç  aurait  donc  suffi  ]iour  faire  recon- 
naître l'existence  des  valeurs  imaginaires  de  la  fonction  u. 
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Note  sur  le  contact  gccmétriqi.'e  des  courbes  et  des  surfaces , 
Par  m.  J.  COLLET, 

Professeur  b  la  Faculté  des  Sciences  de  Grenoble. 


L'objet  de  cette  Note  est  de  donner  de  l'ordre  du  conîact  fîéomé- 
trique  de  deux  lieux,  lignes  ou  surfaces,  qui  se  touchent  en  un  point, 
une  définition  unique  basée  sur  une  propriété  géométrique  commune 
aux  différents  cas,  et  de  traduire  aniilyliquement  cette  définilion  en  lui 
conservant  sa  complète  généralité.  Nous  suivrons,  dans  ce  but,  la 
voie  tracée  par  Cauchy  et  M.  Heruiite. 

Supposons  deux  lieux  géométriques,  lignes  ou  surfaces,  se  touchant 
en  un  point,  et  imaginons  qu'une  droite  variable  rencontre  constam- 
ment les  deux  lieux  en  se  mouvant  suivant  une  loi  quelconque,  telle 
cependant  que  la  droite  ne  soit  pas  tangente  h  l'un  des  deux  lieux 
lorsqu'elle  passe  par  leur  point  commun.  Lorsqu'elle  sera  infiniment 
voisine  de  ce  point,  elle  déterminera,  dans  les  deux  lieux,  deux  points 
infiniment  voisins.  Nous  montrerons  que  l'ordre  infinitésimal  de  la 
distance  de  ces  deux  points  est  indépendant  de  la  loi  du  mouvement 
de  la  droite,  et  qu'il  est  l'ordre  le  plus  élevé  que  l'on  puisse  obtenir 
pour  la  distance  de  deux  points  des  deux  lieux  infiniment  voisins  de 
leur  point  commun.  Cet  ordre,  diminué  dune  unité,  sera  celui  du 
contact  géométrique  des  deux  lieux. 

Nous  aurons  à  considérer  successivement  deux  courbes,  deux  sur- 
faces, une  courbe  et  une  surface;  et,  pour  chacun  de  ces  cas,  nous 
donnerons  l'expression  analytique  des  conditions  d'un  contact  d'ordre 
quelconque. 

/,o.. 
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§     1- 


Contact  d(i  ({eux  (omhes. 


Les  propriétés  des  combes  ])lanes  se  déduisant  lacilement  de  celles 
des  courbes  dans  l'espace,  nous  ne  nous  occuperons  que  de  ces  der- 
nières. Soient  S  et  S,  deux  courbes  cpii  se  toucbent  en  un  point  A,  AT, 
leur  tangente  comnnine  en  ce  point,  et  supposons  c]u'nne  droite  se 
meuve  d'une  manière  qtielconque  en  s'appuyant  sur  les  deux  courbes, 


de  façon  cependant  à  ne  pas  se  confondre  avec  AT  quand  elle  pa^^se 
en  A.  Si  P  et  P,  sont  les  points  infiniment  voisins  de  A  où  cette  droite 
rencontre  les  courbes  quand  elle  est  elle-même  à  une  distance  infi- 
niment  petite  de  A,  l'ordre  infinitésimal  de  la  distance  PP,  sera  indil- 
peiidaiit  de  la  loi  du  mow.>enienl  de  la  droite.  En  elfet,  si,  dans  inic 
autre  loi  de  mouvement,  V\  est  le  point  où  la  droite  passant  en  P 
-rencontre  la  courbe  S,,  le  triangle  infinitésimal  PP,P', ,  dans  lequel 
les  angles  P,  et  P',   ne  sont  pas  nuls  à  la  limite,  donne,  pour  le  rap- 

PP'  I 

port  —^5  mie   limite  finie;  donc  PP,  et  PP,  sont   du   même   ordre, 

si  PP,  et  PP',  font  à  la  limite  des  angles  finis  avec  AT. 

Si  la  droite  PP',  tendait  à  se  confondre  avec  AT,  l'angle  P',  s'annu- 
lant  à  la  limite,  PP,  serait  d'un  ordre  supérieur  à  celtn  de  PP',  ;  donc 
l'ordre  de  PP,,  (juand  la  direction  limite  de  la  droite  PP,  dijjère  de 
celle  de  AT,  est  plus  élevé  que  pour  toute  droite  infiniment  voisine  de  M . 
mais  ne  satisfaisant  pas  à  la  condition  précédente.  Cet  ordres  diniiim.- 
d'une  unité,  sera  l'ordre  du  contact  des  deux  courbes. 

Cet  ordre  peut  être  mesuré  par  celui  de  l'angle  PAP,.  Eu  effet,  les 
cordes  AP  et  AP,  sont  de  même  ordre  que  la  di>tance  du  point  A  à  la 
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droite  PP,,  puisque  les  angles  APP,  et  AP,P  ne  sont  pas  nuls  à  la  li- 
mite; donc,  si  le  contact  est  d'onlre/i,  la  limite  du  rapport  :^^—  est 

(.    •  -,  •  II       1  sinPAP,  .  ,      , 

finie,  et,  par  suile  aussi,  celle  du  rapport  __  ?  qui  est  égal  au 

Ap"sinAP,P 
précédent.  Comme  sinAP,  P  est  fini  à  la  limite,  on  voit  que  l'angle  PAP,, 
comme  son  sinus,  est  d'un  ordre  infinitésimal  égal  à  l'ordre  du  con- 
tact des  deux  courbes. 

Projetons  maintenant  ces  deux  courbes  sur  nu  plan.  Si  ce  plan 
n'est  pas  perpendiculaire  à  la  direction  limite  de  l'P,,  la  projection 
de  la  distance  PP,  sera  de  même  ordre  que'cette  ligne,  et  les  projections 
des  deux  courbes  auront  un  contact  de  même  ordre  que  les  courbes 
dans  l'espace,  pourvu  que  la  direction  limite  de  la  projection  de  PP, 
soit  distincte  de  la  projection  de  la  tangente  commune  aux  deux 
courbes.  Donc  l'ordre  du  contact  des  courbes  en  projection  ne  peut 
être  inférieur  à  celui  des  courbes  dans  l'espace,  et  il  ne  leur  est  supé- 
rieur que  si  la  projection  de  PP,  est  à  la  limite  parallèle  à  la  tan- 
gente commune  aux  projections,  ou  si  le  plan  de  projection  est  per- 
pendiculaire à  la  direction  limite  de  la  droite  PP,. 

Mais  si  l'on  considère  les  projections  sur  trois  plans  qui  n'ont  qu'un 
point  commun,  la  seconde  circonstance  ne  peut  se  présenter  que  sur 
l'un  des  plans  de  projection,  et,  la  première,  que  sur  l'un  des  deux 
autres;  donc,  sur  l'un  au  moins  des  plans  de  projection,  les  courbes 
projelees  ont  un  contact  de  même  ordre  que  les  courbes  dans  l'espace, 
et  cet  ordre  est  le  moins  e'iei'é  de  ceux  que  donnent  les  projections  sur 
les  trois  plans  considérés,  si  toutefois  ces  ordres  ne  sont  pas  tous 
égaux.  D'ailleurs,  tout  cela  s'étend  sans  peine  à  des  projections  obli- 
ques, la  direction  normale  à  un  plan  étant  remplacée  par  la  direction 
des  projetantes  relatives  à  ce  plan. 

Il  est  facile  maintenant  d'exprimer  analytiquement  les  conditions 
d'un  contact  d'ordre  n  entre  deux  courbes  qui  se  touchent  en  un 
point. 

La  droite  mobile  que  nous  avons  considérée  établit  une  correspon- 
dance entre  les  points  des  deux  courbes,  et,  comme  les  positions  de 
la  droite  peuvent  être  considérées  comme  ne  dépendant  que  des  va- 
leurs attribuées  à  un  seul   paramètre  t,  les  coordonnées  des  points 
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coiresiioiulitiits  seront  des  fonctions  de  ce  païauiélre.  On  anrn  donc, 
pour  un  point  de  la  première  courbe, 

(.)  x  =  o{t),     j=^^{t),     r.  =  9(0, 

el,  pour  le  point  correspondant  de  la  seconde, 

{i)  a.-.=  <I.(0,     J-=='y{t),     2  =  6(0- 

Si  les  fonctions  ç,  d»,  6  sont  une  fois  données,  la  forme  des  ionc- 
tions^,  M',  0  dépendra  de  la  loi  du  mouvement  de  la  droite  de  cor- 
lespondance,  mais  de  façon  cepend;uit  que  les  différents  systèmes, 
tels  que 

(3).  ¥{.r,j;zj^o,     F,{.t,  r,z)^  o, 

obtenus  en  éliminant  t  des  équations  (a),  soient  équivalents.  On  aura 
donc  entre  les  fondions  *,  W,  0  les  relations  identiques 

(4)        v[i>{t),w{i),e{tj]  =  o,    F,[<i>(0,  ^F(0.  Q(01  =  o- 

Si  les  courbes  ont,  pour  une  valeur  a  do  t,  un  point  commun,  et,  en 
ce  point,  un  conlract  d'ordre  /;,  les  différences  ar  —  X,  j;  —  Y,  r  —  Z 
répondant  à  la  valeur  a  -h  fi  de  t,  seront  infiniment  petites  d'ordre 
n  -h  I  par  rapport  à  //,  ce  qui  exige  que  les  3(«  +  0  conditions  sui- 
vantes soient  satisfaites  : 

/y    («)  =  (!>    (a),     <!^    {fi)  =  W    {n),     0    (a)=&    {n), 

]  o'   {n  —^'   (a),     vj/'  {aj  —  'V   [a),     0'     n)  =-.  Q'  {ni, 
15)       '  ' 

f  o'^"Ha}  =  ¥">{a},     <j-"'J(rO  ^  W'">{a],     0"'^{a)  =  0""  [o  ', 

une  ou  deux  de  ces  suites  pouvant  d'ailleurs  se  prolonger  uu  delà. 

Ces  conditions,  nécessaires  et  suffisantes  pour  une  loi  de  corres- 
pondance donnée,  dépendent  de  celle  loi.  l'our  obtenir  des  conditions 
n'en  présentant  pas  de  traces,  il  faut  donc  éliminer  les  fonctions*,  *F,  0 
et  leurs  dérivées  entre  les  identités  (4)  et  les  équations  (5). 


CONTACT    GÉOMÉTRIQUE    DES    COURBES    ET    DES    SURFACES.  3l9 

Si  l'on  prend  ponr  cela,  jusqu'à  celles  de  l'ordre  «,  les  dérivées 
successives  des  identités  (Zj),  qu'on  y  fasse  t  =  a,  ainsi  que  dans  les 
identités  (4),  et  qu'on  élimine  alors  les  quantités  $(«),  ¥(rt),  0(rt\ 
<!>'(«),  .  .  .  ,  0'"'(fl),  au  moyen  des  équations  (5),  on  aura  2[n  -\-  i), 
égalités  qui  seront  indépendantes  des  fonctions  <5,  T,  0,  et  qui  seront 
des  conditions  nécessaires  pour  un  contact  d'ordre  n  entre  les  deux 
courbes.  Ces  conditions  peuvent  s'écrire  très-simplement  en  remar- 
quant que  leurs  premiers  membres  sont  identiques  respectivement  à 
ce  que  deviennent  les  fonctions 

(6)     /{t)  =  F['^it),,^li),6{ty\,  /.(0-F.[?(0,  -J>(0>5(0] 

et  leurs  dérivées  successives  jusqu'à  l'ordre/;  inclusivement  quand  on 
y  fait  t  =  a.  Donc,  les  deux  courbes  étant  données  par  les  équa- 
tions (i)  et  (3),  si  l'on  forme  les  fonctions^(<)  e\:/,{t)  d'après  les  for- 
mules (6),  on  aura,  sous  la  forme  que  leur  a  donnée  M.  Hermite, 
pour  un  contact  d'ordre  «,  répondant  à  la  valeurs  du  paramètre  t, 
les  2(«-t-i)  conditions  nécessaires  suivantes: 

j/(a)  =  o,    /'(rO-o,      ...,    /""(«)  =  o, 
^'^  (/.(«)-o,    /;(r/)  =  o,      ...,    Jr{n)  =  o. 

Ces  conditions  sont  snjjlsanles ,  c'esl-à-dire  que,  formant  les 
suites  (7),  l'ordre  du  contact  est  celui  des  dérivées  de  uième  ordre 
(\i'/[t)  et  dey,  {t)  qui,  les  dernières,  s'annulent  simultanément  quand 
on  y  fait  i  =  a.  11  suffit  de  prouver  que,  pour  un  contact  d'ordre  n, 
00  ne  peut  avoir 

/«+'>(rt)  =  o     et    /,"'-^"(rt)=o. 

En  effet,  si  ces  égalités  avaient  lieu,  en  les  supposant  développées,  et 
en  en  retranchant  les  identités  obtenues  en  prenant  les  dérivées 
d'ordre  («  +  f)  des  identités  (4),  après  réductions  au  moyen  des 
relations  (5),  on  aurait 
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ÎNFais,  comme  les  différences  [9'"*'  — »1>""^'J,...  sont  propoi  tioniiellfs 
;iux  cosinus  directeurs  de  la  direction  limite  de  l;i  droite  (|iii  joint  les 
deux  points  correspondants,  on  voit  que  l<?s  égalités  piécédentes  ne 
peuvent  être  satisfaites  qu'autant  qtie  cette  droite  est  à  la  limite  tan- 
gente aux  courbes  considérées,  ce  qui  n'a  pas  lieu  par  hypothèse; 
donc  les  deux  suites  (7)  ne  peuvent  se  prolonger  ensemble  au  delà 
dans  le  cas  d'un  contact  d'ordre  Ji  et  expriuient  bien  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  d'im  contact  de  cet  ordre. 

Ces  conditions  expriment  que  les  deux  courbes  peuvent  être  consi- 
dérées comme  ayant  à  leur  point  de  contact  [n  -H  1  )  points  conimuiis 
confondus. 

En  effet,  les  valeurs  de  t  qui  déterminent  des  points  communs  aux 
deux  courbes  sont  les  solutions  communes  aux  deux  équations//  =0, 
y,  (f)  =  o;  et  le  degré  de  multiplicité  de  chaque  racine  commune 
donne  le  nombre  de  points  comminis  confondus  correspondants. 
Or,  dans  le  cas  d'un  contact  d'ordre  n,  pour  t^=a,  les  condi- 
tions (y)  montrent  que  celte  valeur  a  de  t  est  une  racine  commiuie 
d'ordre  (n -I- I  ),  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

La  démonstration  des  conditions  (7)  pouvait  être  faite  de  la  manière 
suivante,  sans  faire  intervenir  le  mode  particulier  de  correspondance 
établi  entre  les  points. 

Dans  les  fonctions  F(X,  Y,  Z)  et  F,(X,  Y,  Z)  qui  sont  nulles  quand 
l(^s  variables  sont  remplacées  par  les  coordonnées  d'un  point  de  la 
■courbe  S,  introduisons,  pour  X,  Y,  Z,  les  coordonnées  jc,j',z  du 
point  correspondant   de  la    courbe  S,  et  développant   nous   aurons 

,'    ,,  ,        J-  — X?F         r  — Y   ?F        I  — Z:»F        '.r  — X''5'F 

(o)  < 

i  r^    ,  s         .r  —  X    JF, 

(r,(x,j,r.|=-    ^—  +  .... 

En  remplaçant  dans  les  seconds  membres  .f ,  j,  2,  X,  Y,  Z  en  fonction 
de  t  ou  de  a  -+-  h,  on  pourrait,  en  développant  tous  les  termes,  les 
ordonner  suivant  les  puissances  ascendantes  de  h,  et  les  résultats  se- 
raient identiques  à  ceux  (jue  donneraient  les  mêmes  fonctions  V '^r.j,z\ 
V,  {jc,f,  s)  si  l'on  y  remplaçait  préalablement  x,  j^  z  par  leurs  valeurs 
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en  fonction  de  [a+h),  et  si  l'on  développait  les  résultats  obtenus  qui 
ne  seraient  antres  que/(rt  -h  h)  ei  f,{a -h  />).  Mais,  si  l'on  suppose  que 
les  deux  courbes  aient  un  point  répondant  à  /  =  rt,  un  contact  d'ordres, 
les  développements  (8)  ne  contiendront  que  des  termes  d'ordre  égal 
ou  supérieur  à  {71+ i);  donc  il  en  devra  être  de  même  des  développe- 
ments de/(rt  4-  h)  et  de/,  {a  ■+-  h),  ce  qui  exige  que  les  conditions  (7) 
soient  satisfaites.  Ces  conditions  sont  donc  nécessaires. 

Elles  sont  suffisafites,  car,  si  l'on  appelle  a,  /3,  7  les  coefficients 
de  A""^'  respectivement  dans  les  développements  de  [x  —  X),  (/  —  Y), 
(z  —  Z),  et  que  l'on  représente  par  (:^|  (^j  î--- ce  que  deviennent 
les  dérivées  partielles  de  F  et  de  F,  quand  on  y  fait  t=^a,  les  premiers 
termes  des  développements  (8)  sont  les  suivants  : 


"-[«(i)„-Kw). 


et  ces  termes  ne  peuvent  s'annuler  tous  deux,  c<,  (-j,  y  n'étant  pas  nuls 
tous  trois,  sans  que  la  droite  qui  joint  les  points  correspondants  ne 
soit  à  la  limite  tangente  à  la  courbe  S,,  ce  qui  n'a  pas  lieu.  Donc  aussi 
les  quantités /'""*■'(«)  et /,'"+''(«)  ne  peuvent  toutes  deux  s'annuler, 
et  les  conditions  (7)   sont  bien  suffisantes. 

De  la  démonstration  précédente  il  résulte  aussi  que  deux  courbes 
qui  ont  en  un  point  un  contact  d'ordre  n  peuvent  être  considérées 
comme  ayant  en  ce  point  [n  -\-  i)  points  communs  confondus. 

Enfin  nous  ferons  remarquer  que,  si  l'on  suppose  que  la  variable  t 
soit  une  coordonnée,  z  par  exemple,  et,  en  outre,  que  0(z)  =  s,  ce 
qui  sera  possible  toutes  les  fois  que  la  tangente  commune  ne  sera  pas 
parallèle  au  plan  xOy  des  coordonnées,  les  courbes  seront  alors 
définies  par  les  deux  systèmes 

a:  =  o(z),     7=^{-(z), 

X  =  $(z),     Y  =  W{z\     Z  =  z; 

et  si  pour  z  =  a  les  deux  courbes  ont  un  contact  d'ordre  «,  on  devra 

Journ.  de  Math.  ^3=  série),  tome  IV.  —  Septembre  1878.  4  ' 
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avoir 


çW  (rt)  =  (I) (")(fl) ,    4,("i  («)  =  «f  <"'  (a), 

comlitioiis  qui  sont  au  noml)re  de  2(/M-i),  bien  que  le  mode  dt- 
correspondance  des  poinls  soit  explicité.  Mais  cette  exception  à  la 
règle  générale  n'est  qu'apparciite,  car  («+  i)  des  conditions  (5)  sont 
ici  identiquement  satisfaites. 


11.  —    Contact  de  deux  surfaces. 

Si  deux  surfaces  2,  2,,  tangentes  en  A,sont  rencontréesendeux  points 
P,  P,  par  une  droite  mobile  qui  n'est  assujettie  qu'à  la  condition  de  ne 
pas  être  tangente  aux  surfaces  quand  elle  passe  par  leur  point  de 
contact,  on  prouverait,  comme  pour  deux  courbes,  que,  lorsque  la 
droite  est  infiniment  voisine  du  point  A,  la  distance  PP,  est  d'un  ordre 
infinitésimal  invariable,  quelle  que  soit  la  loi  du  mouvement  de  la 
droite,  et  que  cet  ordre  est  plus  élevé  que  pour  toute  droite  dont  le 
mouvement  ne  satisferait  pas  à  la  condition  |)osée.  Cet  ordre  diminue 
d'une  unité  sera  l'ordre  de  contact  des  deux  surfaces. 

La  définition  précédente  suppose  que  la  droite  mobile  rencontre 
effectivement  les  surfaces  eu  deux  points  distincts,  c'est-à-dire  qu'elle 
ne  rencontre  pas  l'une  des  branches  du  point  multiple  que  l'intersec- 
tion des  deux  surfaces  présente  à  leur  point  de  contact. 

Remarquonsqueles  lieux  décrits  par  P  et  P,  sur  les  deux  surfaces  sont 
des  courbes  ayant  en  A  un  contact  du  même  ordre  que  celui  des  sur- 
faces, et  qu'une  surface  quelconque  passant  en  A,  sans  être  tangente 
aux  surfaces  précédentes,  les  coupera  suivant  deux  courbes  dont  le 
contact  sera  encore  de  cet  ordre.  Mais,  si  la  dernière  surface  touchait 
les  précédentes  en  A,  les  deux  courbes  obtenues  ne  présenteraient  plus 
qu'un  contact  d'ordre  inférieur  à  celui  des  deux  surfaces;  car  il  serait 
alors  impossible  de  faire  glisser  sur  ces  courbes  une  droite  qui  ne  se- 
rait pas  tangente  aux  smfaces  proposées  quand  elle  passerait  par  leur 
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poiiil  de  contact;  l'ordre  du  contact  des  courbes  ainsi  obtenues  sera 
ultérieurement  déterminé. 

Cherchons  actuellement  l'expression  analytique  des  conditions  d'ini 
contact  d'ordre  n  entre  les  deux  surfaces. 

Les  positions  de  la  droite  mobile  dépendant  ici  des  valeurs  attri- 
buées à  deux  paramètres  u,  c,  les  coordonnées  des  points  correspon- 
dants qu'elle  détermine  sur  les  deux  surfaces  seront  des  fonctions  de 
ces  paramètres.  On  aura  ainsi,  pour  un  point  de  la  première  surface, 

(9)  X  =  !p(//,    ('),       J  =  W{,l,i'),        z=0[i(,v), 

et,  pour  le  point  correspondant  de  la  seconde, 

(10)  X  =  <!)(//,('),      Y  =  W{u,v),     Z=e(«,('), 

les  fonctions  $,  W,  0,  quand  les  fondions  y,  W,  0  sont  données,  dé- 
pendant de  la  loi  de  correspondance  des  points,  mais  cependant  de 
façon  que,  par  l'éliminalion  des  paramètres  u,  v,  les  équations  (lo) 
conduisent  toujours  à  une  même  équation 

(m)  F(X,Y,  Z)=o, 

qui  est  celle  de  la  deuxième  surface.  Les  fonctions  0,  ¥,0,  devront 
donc  satisfaire  à  la  relation  identique 

(12)  ¥[(^[u,v),W{u,v),    Q{u,ç)\  =  o. 

En  exprimant  que,  pourii  =  a,  i'  =  b,  les  deux  surfaces  ont  un  point 
commun,  et  que,  pour  u^=a  -\-  h,  v^^h  +  k,  quels  que  soient  h  et  k, 
considérés  comme  du  premier  ordre,  les  différences  jr  — X,  j~  Y, 
z  —  Z  sont  d'ordre  [n  4-  i  ),  on  aura  trois  groupis  de  conditions  ana- 
logues au  suivant  : 

(a,  l>)=  <I)i'rt,  b), 


(i3) 


S?         Ml 

?o       M' 

5ÏÏ  "■  df,  ' 

H   ~  ^6' 

y' 'S,       i\"<i> 

yo        c>* 

?>  _,>,], 

^  ""  ■^' 

,^«"  ~"  :>a''-'ib  ' 

"■'  :}b"  ~  :^b" 

41. 
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les  deux   autres  groupes  se  déduisant  du  précédent  en   substituant 
successivement  ip  ef  W,  6  el  0  à  9  et  4>.  Le  noml)i'e  des  conditions  ainsi 


obtenues  sera 


I  )  (« 


;  elles  dépendront  du  mode  particulier 
de  correspondance  entre  les  points,  et,  pour  obtenir  des  conditions 
qui  en  soient  indépendantes,  on  procédera  comme  dans  le  cas  de  deux 
courbes.  On  éliminera,  au  moyen  des  égalités  (i3)  et  de  leurs  analo- 


<H 


,}"e> 


Je 


gués  non  écrites,  les  quantités  <I>  («,  (^),  W{a,l)),  0  («,/>),  ,  ,  ,  , 
l'identité  (12)  et  de  celles  qu'on  en  déduit  en  prenant  ses  dérivées  par- 
tielles jusqu'à  l'ordre  n  par  rapport  airx  variables  u  et  {>,  ces  dernières 
étant  ultérieuretnent  remplacées  partout  par  a  et  b.  Les  premiers 
membres  des  équations  obtenues  seront  identiques  à  ce  que  devient 
la  fonction 


(i4) 


y(«,i')-F[ç  {u,^'),W{u,  v\Q  («,(')], 


et  ses  dérivées  partielles  successives  jusqu'à  l'ordre /i  quand  on  y  fait 
u  z=  a,  V  —  b.  On  obtiendra  donc  les '-  conditions  né- 
cessaires suivantes  : 


(-.5) 


es  : 

2 

f(a,b)  =  o. 

1  =  "- 

^f=-. 

0=°. 

y/           ^'/ 

n=  0, 

y/ 

y/ 

y/ 

o, 


conditions  qu'on  pourrait  encore  établir  sans  faire  intervenir  explici- 
tement le  mode  de  correspondance  des  points. 

Pour  prouver  que  les  conditions  (i5)  sont  siijfisantes,  nous  ferons 
voir  que,  dans  le  cas  d'un  contact  d'ordre  n,  les  n  -+-  i  dérivées  par- 
tielles '        ,  ', — '-.  »•••  ne  peuvent  être  simultanément  nulles. 

d/i"  '  '      o<i"(lo  ' 

Coupons  pour  cela  les  surfaces  considérées  par  une  nouvelle  surface 
qui  passe  par  leur  point  de  contact  sans  leur  être  tangente;  les  courbes 
obtenues  présenteront  en  ce  point  un  contact  d'ordre  n.  En  établissant 
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entre  iietv  une  relation  convenable  par  laquelle  c  sera  une  fonction 
de  li,  V  =  1  [u),  et  {>'  sa  dérivée,  les  équations  (9)  pourront  encore  dé- 
finir la  courbe  obtenue  sur  la  première  surface.  Mais,  si  la  nouvelle 
surface  a  pour  équation  F,  (X,  Y,  Z  )  =  o,  et  si  l'on  pose 

on  sait  que,  si  les  deux  courbes  considérées  n'ont  un  contact  que  de 
l'ordre  n,  les  dérivées  tôt  îles  d'ordre  ?z  -h  i  des  fonctions^  et/ ,  dans 
lesquelles  on  considère  i^  comme  une  fonction  de  u  ne  peuvent  s'an- 
nuler simultanément  pour  7i  =  a,  v  —  \[a)=b.  Mais,  comme  on 
peut  d'une  infinité  de  manières  choisir  la  forme  de  la  fonction  F,  de 
façon  que  sa  dérivée  d'ordre  n  -f-  i  s'annule  pour  u  ^=  a,  v  ^=  b,  il 
en  résulte  que  la  dérivée  de  cet  ordre  de  la  fonction  ^  ne  peut  être 
nulle.  Comme,  au  contraire,  les  dérivées  d'ordre  inférieur  s'annulent 
toutes  alors,  on  devra  avoir  entln,  pour  u  =  a  el  v  =^  b, 

y~i\  +  {n+i)v'  -^  -^  . .  .  +  t^'«+'  ^  >  o, 

ca"*^  ^  '        ùa"db  cb"'*''  ^ 

ce  qui  prouve  bien  que,  dans  le  cas  d'un  contact  d'ordre  n  entre  les 
deux  surfaces,  les  dérivées  partielles  d'ordre  («  +  r)  de  la  fonction 
J(u,  v)  ne  peuvent  toutes  s'annuler  pour  les  valeurs  a  et  i  de  u  et  v  qui  ré- 
pondent au  point  de  contact,  et  les  conditions(i  5)  sont  bien  suffisantes. 
Dans  les  applications  on  prendra  ordinairement  pour  les  para- 
mètres u,  V  deux  des  coordonnées  relatives  à  un  point  de  l'une  des 
surfaces,  par  exemple  x  et  y,  si  le  plan  tangent  commun  n'est  pas 
parallèle  à  oz,  et  les  équations  des  deux  surfaces  deviendront 

X  =  jr,     Y  =7,     Z=:<ï>(a:,7); 

alors  deux  des  trois  groupes  (12)  de  conditions  seront  identiquement 
satisfaites;  et,  bien   que  le  mode  de  correspondance  des  points  soit 

explicite,  on  n  aura  plus  ici  que  ^ conditions    pour     nu 

contact  d'ordre  n. 

Nous  avons  vu  que  l'ordre  du  contact  de  deux  courbes  pouvait  se 
caractériser  par  le  nombre  des  points  confondus  communs  aux  deux 
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courbes.  Il  existe  une  propriété  analogue   pour   les  surfaces.  Quand 
fieux  surjnces  ont  en  un  point  un  contact  d'ordre  n,  leur  intersection 
présente  en  ce  point  un  point  multiple  d'ordre  «  -4-  i . 
Soient 

(iGl  z  — /(jr,  7)  =^0,     z-Y{x,jr)^o 

les  équations  de  deux  surfaces,  les  coordonnées  a:,  7  d'un  point  de 
leur  intersection  seront  données  en  fonction  de  z  par  le  système  de  ces 
deux  équations  ;  et  si  l'on  forme  les  dérivées  successives  de  ces  équa- 
tions jusqu'à  l'ordre  p  inclusivement,  les  2p  équations  obtenues, 
jointes  aux  précédentes,  donneront  pour  chacune  des  dérivées  de  x  et 
de 7,  jusqu'à  l'ordre  />,  une  valeur  unique  et  bien  déterminée,  en 
fonction  de  z,  si  les  valeurs  correspondantes  de  x  et  de  y  n'annulent 
pas  le  déterminant  fonctionnel 

('7)  "^^.v".vy7-* 

En  effet,  dans  les  calculs  successifs,  les  dérivées  d'ordre  A'  des  équa- 
tions (16)  font  les  premières  apparaître  les  dérivées  de  cet  ordre  de  x 
et  de  y,  et  cela  dans  les  groupes  linéaires  suivants  : 

de  sorte  qu'en  supposant  déterminées  les  dérivées  d'ordre  inférieur  à  A-, 
les  dérivées  d'ordre  k  des  équations  (16)  donneront  bien  pour  x'*'  et 
j^'''>  un  système  unique  de  solutions,  pourvu  que  l'expression  (17)  ne 
soit  pas  nulle,  et  cela  aura  lieu  pour  toutes  les  dérivées  successives, 
de  A  =  I  à  ^  =  /). 

Mais,  si  les  surfaces  se  toucbent  en  un  point,  pour  -ce  point  l'ex- 
pression (17)  est  nulle,  le  raisonnement  précédent  tombe  en  défaut,  et, 
si  n  est  l'ordre  du  contact,  les  n  premières  équations  dérivées  de  cha- 
cune des  équatiotis  (16)  seront  chacune  à  chacune  identiques  pour  le 
point  considéré.  Prenant  les  dérivées  d'ordre  7z-f-F,  elles  ne  diffé- 
reront que  par  les  termes  renfermant  les  dérivées  d'ordre  7i  +  i  des 
fonctions^  et  F,  et,  en  les  retranchant,  on  aura  l'équation  suivante  : 

/M+' f       ?("+iF\  /  .A"+' /■        r("+'F 

(  1 8)  o:'"^'  [\~i^  -^^\  +  {n+^)  x"f  U-^  -  ^f^f 
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qui,  jointe  à  l'une  des  siiivantos  qui  sont  éqnivalentes  : 

fonrnira  7i  +  i  systèmes  de  valeurs  de  x'  et  de  j'  pour  le  point  de 
contact  des  deux  surfaces;  doue  leur  intersection  présente  bien  en  ce 
point  un  point  multiple  d'ordre  7i  +  i  . 

§  III     —    Contact  d'une  courbe  et  d'une  surjace. 

ConsiJérons  une  courbe  S  et  une  surface  2  qui  se  touchent  en  un 
point  A,  et  imaginons  une  droite  mobile  qui  rencontre  constamment 
la  coinbe  et  soit  assujettie  à  la  condition  de  ne  pas  être  tangente  à  la 
surface  quand  elle  passe  par  le  point  de  contact  de  la  surface  et  de  la 


courbe.  Si  P,  est  le  point  où  la  surface  est  percée  par  la  droite  quand 
elle  passe  au  point  P  de  la  courbe  S,  infiniment  voisin  de  A,  l'ordre  in- 
finitésimal de  PP,  sera  indépendant  de  la  loi  du  mouvement  de  la 
droite,  pourvu  que  la  restriction  posée,  relativement  à  cette  loi,  soif 
observée. 

En  effet,  si  une  autre  droite  passant  par  P  rencontrait  la  surface  ^ 
en  P',  les  deux  droites  PP,  et  PP',  quand  P  tend  vers  A,  n'étant  pas  à 
la  limite  tangentes  à  la  surface,  ce  qui  a  lieu  au  contraire  pour  la 
droite  P,P',  les  angles  P,  et  P' du  triangle  PP,P'  tendront  vers  des 
limites  déterminées,  et,  par  suite,  l'ordre  infinitésimal  des  deux  lon- 
gueurs PP,  et  PP'  est  le  même.  Si,  au  contraire,  la  droite  PP'  pouvait 
à  la  limite  devenir  tangente,  l'angle  P'  tendrait  vers  zéro;  car,  dans  le 
cas  contraire,  le  plan  PP'P,  serait  à  la  limite  tin  plan  déterminé,  tan- 
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gent  à  la  surface  en  A,  et  la  droite  PP,  serait  aussi  à  la  limite  tangente 
à  la  surface,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse.  Donc  alors  PP,  est  cer- 
tainement d'ordre  supérieur  à  PP'. 

Donc,  en  assujettissant  le  mouvement  de  la  droite  à  la  condition 
posée,  quand  la  droite  est  infiniment  voisine  de  A,  l'ordre  de  PP,,  qui 
est  constant  quand  on  modifie  la  loi  du  mouvement,  est  aussi  le  plus 
élevé  que  l'on  puisse  obtenir  pour  la  distance  d'un  point  de  S  infini- 
ment voisin  de  A  à  un  point  de  la  surface. 

Cet  ordre,  diiniiius  d'une  unité,  est  l'ordre  du  contact  de  la  courbe 
et  de  la  suijàce. 

Le  lieu  du  point  P,  sur  la  surface  est  une  courbe  S,  qui  a,  avec  la 
courbe  S,  un  contact  du  même  ordre  que  la  surface.  Il  en  serait  ainsi 
des  diverses  courbes  obtenues  en  modifiant  la  loi  du  mouvement  de  la 
droite;  et  il  n'y  a  pas  sur  la  surface  1  de  courbe  ayant  avec  la  courbe 
S  un  contact  d'ordre  plus  élevé,  mais  une  infinité  ayant  avec  S  un  con- 
tact de  cet  ordre  ou  d'ordre  inférieur. 

L'ordre  du  contact  d'une  courbe  et  d'une  surface  est  donc  l'ordre  le 
plus  élevé  possible  du  contact  de  cette  courbe  et  d'une  courbe  tracée  sur 
la  surface. 

Pour  déterminer  sur  la  surface  une  courbe  qui  ail  avec  la  proposée 
lui  contact  de  l'ordre  le  plus  élevé  possible,  ou  la  coupera  par  une 
surface  quelconque  non  tangente  en  A  et  passant  par  la  courbe  S.  En 
particulier,  cette  nouvelle  surface  pourrait  être  la  surface  réglée  ayant 
pour  directrice  la  courbe  S  et  pour  génératrice  une  droite  normale  à 
la  surface  en  un  point  infiniment  voisin  de  A  quand  la  droite  est  elle- 
même  infiniment  voisine  de  ce  point. 

Cherchons  maintenant  l'expression  analytique  des  conditions  d'un 
contact  d'ordre  n  entre  une  courbe  et  une  surface. 

Une  loi  de  mouvement  étant  choisie  pour  la  droite,  les  coordonnées 
des  points  correspondants  qu'elle  détermine  sur  la  courbe  et  sur  la 
surface  seront  des  fonctions  d'un  seul  paramètre,  /  par  exemple.  On 
obtiendrait  les  conditions  d'un  contact  d'ordre  7i  en  exprimant  que  les 
projections  stu'  les  axes  de  coordonnées  de  la  distance  de  deux  points 
corresj)ondantsinfiniment  voisins  du  point  commun  est  d'ordre  7?  -+-  i . 
Mais  il  est  plus  simple  d'ex|)rimer  (lu'il  y  a  un  contact  d'ordre  n  entre 
la  courbe  pro|)Osée  et  celle  qu'on  obtiendrait  en  coupant  la  surface  par 
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une  deuxième  surface  passant  par  la  courbe  et  ne  touchant  pas  la 
première  à  son  point  de  contact  avrc  la  courbe. 
Soient 

les  équations  de  la  conrbe  S, 

F(X,  Y,  Z)  =  o 

celle  de  la  surface  1,  et  supposons  que,  |iour  /  =  a,  on  ait  un  point  A 
commun  à  la  couibe  et  à  la  surface. 
Soit  encore 

F,(X,  Y,  Z)=o 

l'équation  d'une  surface  2,  passant  par  la  courbe  S.  Si  l'on  pose 

y(/)=F[?(0,  ^{t),  0{t)l    /.(0  =  F,[o(0,  ^{i),  0{t)], 

les  conditions  d'un  contact  d'ordre  7/  entre  la  courbe  S  et  l'interseclion 
des  deux  surfaces  2,  1,  seront  données  par  les  deux  suites  (7)  des 
72  -f-  I  égalités.  Mais  la  deuxième  suite  ne  contient  que  des  identités, 
puisque  la  courbe  2,  contient  la  courbe  S,  et  que,  par  suite,  pour  toute 
valeur  (le  t,  on  doit  avoir  /,(i)  =  o  ;  donc,  pour  les  conditions  d'un  con- 
tact d'ordre  71  entre  la  courbe  et  la  surface,  on  a  les  n  -+-  i  conditions 

(19)  /(^)  =  o,    f'{n)  =  o,      ...,     f"{a)  =  o, 

qui  sont  complètement  indépendantes  de  la  loi  de  correspondance 
entre  les  points.  Ces  conditions  sont  nécessaires  et  suffisantes. 

Elles  expriment  que  la  courbe  el  la  surjace  ont  au  point  de  con- 
tact {n  -+-  i)  points  communs  conjondus. 

Dans,  les  applications,  on  pourra  supposer  que  les  points  correspon- 
dants de  la  courbe  et  de  la  surface  sont  déterminés  par  des  parallèles 
à  un  axe  de  coordonnées  non  parallèle  au  plan  tangent  à  la  surface 
au  point  commun  avec  la  courbe,  soit  oz  par  exemple.  Les  équations 
de  la  courbe  étant  alors 

et  celle  de  la  surface 

Jown.  de  Mach.  Ç>'  série),  lome  IV.  —  Octobre  i8;8.  4^ 
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si,  pour  .r  =  a,  la  différence  z  —  Z  doit  être  d'ordre  n   r^  i,  en  posant 
il  fandra  que  l'on  ait 

(20)  ■  ^ 

I  0"'^/}  =^J"{a), 

condilions  qui  ne  sont  qu'au  nombre  de  {n  +  i),  bien  que  le  mode  de 
correspondance  des  points  soit  explicité. 

IV.  —  Quelques  conséquences. 

Parmi  les  conséquences  de  la  lliéorie  q>ii  précède,  nous  en  indi- 
querons quelques-unes  qui  s'en  déduisent  immédiatement. 

Si  différentes  courbes  ont  avec  une  autre  courbe,  en  un  point,  un 
contact  d'ordre  n,  elles  ont  entre  ell«s,  en  re  point,  un  contact  de  cet 
ordre  au  moins.  Si  cet  ordre  est  supérieur  au  premier,  elles  aduiettent, 
PU  ce  [>oini,  même  pian  osculateur  et  même  courbure,  et,  s'il  est 
supérieur  ausecouil,  leur  torsion  est  la  même. 

De  même,  si  différentes  surfaces  ont  en  un  point  un  contact  d'ordre 
supérieur  au  premier,  en  ce  point  elles  admettent  la  même  indicatrice, 
et  par  suite  aussi,  d'après  le  théorème  de  Meusnier,  toute  section 
plane,  passant  parce  point,  déterminera  dans  les  surfaces  des  courbes 
ayant  même  courliure.  Si  le  ponit  considéré  est  un  ombilic  sur  l'une 
des  surfaces,  il  en  sera  un  sur  toutes  I  s  autres. 

Quand  l'équation  générale  d'une  famille  de  courbes  renferme  y;  pa- 
ramétres, on  peut  les  déterminer  en  totalité  ou  en  partie,  par  la  condi- 
tion que  les  courbes  représentées  par  l'équation  admettent  avec  une 
courbe  donnée,  en  l'un  quelconque  de  ses  points,  un  contact  d'ordre». 
I.e  problème  sera  possible,  pour  les  courbes  dans  l'espace,  si  l'on 
a  7i  f  -  —  I,  et  l'ordre  du  plus  grand  contact  j)ossible  sera  le  plus 
crand  nombre  entier  contenu  dans-    —  i.  Dans  le  cas  où  le  contact 
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est  de  l'ordre  le  plus  élevé  possible  pour  l'un  quelconque  des  points 
de  la  courbe  proposée,  les  courbes  obtenues  sont  dites  osculatrices  de 
la  ])remière.  Elles  seront  complètement  déterminées  quand  p  sera  pair, 
tandis  qu'il  y  en  aura  une  infinité  pour  p  impair,  puisqu'un  para- 
mètre restera  alors  indélerminé.  Ajoutons  qu'en  des  points  en  nombre 
fini  les  courbes  osculatrices  admettront  un  contact  d'ordre  plus  élevé. 

Pour  une  courbe  et  une  surface,  l'un  des  deux  lieux  étant  donné, 
si  l'équation  générale  de  l'autre  renferme  p  paramètres,  on  pourra  les 
déterminer  par  la  condition  qu'il  y  ait  entre  les  deux  lieux  un  contact 
d'ordre  p  —  i .  C'est  ainsi  qu'en  chaque  point  d'une  courbe  il  existe  une 
sphère  osculatrice  ayant  avec  la  courbe  im  contact  du  troisième  ordre. 

Des  considérations  analogues  s'appliquent  aux  surfaces.  Si  p  est  le 
nombre  des  paramètres  indépendants  contenus  dans  l'équation  générale 
d'une  famille  de  sinfaces,  pour  obtenir  un  contact  d'ordre  n  avec  une 
surface  donnée,  en  l'un  quelconque  de  ses  points,  il  faudra  que  l'on  ai! 

>  (/Z-t-   l](/Z  +  2) 

le  cas  de  l'égalité  répondant  aux  surfaces  osculatrices  déterminées. 
Par  exemple,  si  la  surface  cherchée  est  algébrique  d'ordre  m,  les  ordres 
|)Ossib!(îs  de  contact,  pour  un  point  quelconque,  sont  définis  par  la 
condition 

,         \  (  «  -t-  I  )  (  «  H-  2  )   ^   (  «2  -h   I  )  (  «  -H-  2  )  (  /«  -t-   3  1 

(21) -:_' — -r. — — I, 

et,  pour  le  cas  de  l'égalité,  la  surface  osculatrice,  unique  alors,  est 
complètement  déterminée.  Pour  m  =  5,  «  =  9  est  une  solution  de 
l'égalité,  et  il  n'y  a  pas  de  solution  entière  pour  m  <  5.  Donc,  en  tout 
ponit  d'une  sulfate,  on  peut  déterminer  une  surface  osculatrice  diter- 
minée  du  cinquième  ordre,  l'ordre  du  contact  étant  alors  égal  à  9. 

Pour  m  =  1,  p  =  9,  la  plus  grande  valeur  de  ?i  satisfaisant  à  la  con- 
ditioi!  (:2!)est  2.  Les  sinfaces  osculatrices  du  second  ordre  peuvent 
alors  être  assujetties  à  trois  conditions  dictmctes  de  celles  relatives  au 
conlact.  On  peut  aussi  chercher  les  points  d'une  surface  pour  lesquels 
il  existe  une  surface  du  second  ordre  ayant  avec  la  proposée  un  con- 
tact du  troisième  ordre.  Puisqu'on  a  neuf  paramètres  à  déterminer  et 
dix  conditions  à  satisfaire,  on  devrait  trouver  une  courbe  pour  le  lieu 

42.. 
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ties  points  cherchés.  Mais  et  h»  n'a  pas  réellement  hen,  car  il  arrive  que 
(les  dix  équations  de  condition  on  pent  en  déduire  deux  qui  sont 
complètement  indépendantes  des  paramètres  inconnus,  et,  par  suite, 
il  n'y  a  sur  la  surface  proposée  qu'un  nombre  limité  de  points  pour 
lesquels  on  |niisse  avoir  un  contact  du  troisième  ordre  avec  une  sur- 
face du  second  degré.  INIais,  en  revanche,  pour  chacun  de  ces  points, 
ou  a  une  infinité  de  surfaces  passant  par  l'intersection  de  deux  t|uol- 
conques  d'entre  elles,  et  toute  surface  du  second  ilegré  passant  par 
l'intersection  de  deux  des  surfaces  précédentes  aura  un  contact  du 
troisième  ordre  avec  la  proposée. 

Cette  réciproque  n'est  qu'un  cas  particulier  du  théorème  général 
qui  suit  :  Si  deux  surfaces  S  et  S,  ont  en  un  point,  avec  une  surface  3, 
un  contact  (l'ordre  n,  toute  suif  ace  passant  par  i  intersection  des  deux 
premières  aura  avec  1  un  contact  du  même  ordre. 

Soient 

(aa)  z  =  F(x,j),     £^F.(x,7) 

les  équations  des  surfaces  S,  S,  qui,  pour  x  =  a^j  =  6,  ont  un  contact 
d'ordre  n  avec  la  surface 

(23)  z  =  y(a-,j), 

on  aura 

(p(rt,  b)  —  Fi^rt,  b)  —  F,(rt,  b), 

J^  _  c>F  _  ^F,     ^  _  3F  _  ^ 
^  ^  17i~  '^'   i'b  ~  :>!>  ~~  :>Ij  ' 


.V  T  _  3"  F  _  :>"  F,        y'<f     _    :<"F     _     ;;'-f, 

Si  alors 

(2/,)  2=/(.r,j) 

est  l'équation  générale  des  surfaces  passant  par  l'intersection  des  sur- 
faces (22),  on  pourra  poser 
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X  étant  un  paramètre  arbitraire,  et  comme,  pour  p  +  ij^n,  on  aura 

on  voit  que  les  conditions  d'un  contact  d'ordre  n  entre  la  surface  (a/î) 
et  la  surface  (23)  seront  satisfaites. 

Si  les  deux  surfaces  S  et  S,  n'avaient  pas  avec  la  surface  2  uu  contact 
du  même  ordre,  la  surface  passant  par  l'intersection  des  deux  pre- 
mières n'aurait  avec  1  qu'uti  contact  d'ordre  égal  au  plus  petit  des 
deux  précédents. 

De  ce  qui  précède  on  déduit  le  corollaire  suivant  : 

Toute  surface  qui  passe  par  l'intersection  de  deux  suif  aces  présen- 
tant en  un  point  un  contact  d'ordre  n  admet  avec  cJiacune  des  précé- 
dentes un  contact  au  moins  de  cet  ordre. 

Pour  terminer,  nous  démontrerons  la  proposition  suivante,  qui  com- 
plétera ce  qu'on  a  dit  sur  le  contact  de  deux  surfaces: 

Si  les  deux  surfaces  S  ef  S,  ont  en  un  point  un  contact  d'ordre  m, 
toute  suif  ace  1,  qui  a  avec  les  précédentes  au  même  point  un  contact 
d'ordre  n  inférieur  a  m,  les  coupe  suivant  des  courbes  ayant  entre  elles 
au  point  considéré  un  contacta  d'ordre  m  —  n  sur  chacune  des  n-h  i 
branches  de  leur  point  multiple  commun. 

Considérons  d'abord  les  surfaces  S  et  2  dont  les  équations  sont 

(25)  f[x,j)  —  z  =  o,     o  {x,y)  —  z  ^  o, 

et  cherchons,  pour  le  point  où  elles  se  touchent,  les  valeurs  des  déri- 
vées successives  x' ,  x" ,  ...  ;  j' ,j",  ■  ■  ■  de  x  et  de  j  définis  en  fouction 
de  z  par  les  équations  précédentes.  Pour  cela,  nous  aurons  à  prendre, 
par  rapport  à  z,  les  dérivées  successives  de  ces  équations. 

Dans  la  dérivée  d'un  ordre  quelconque  p  de  l'une  de  ces  équations, 
on  pourra  réunir  en  groupes  successifs  les  termes  contenant  les  déri- 
vées partielles  de  même  ordre  des  fonctionsyou  y;  les  coefficients  du 
groupe  des  dérivées  d'ordre  q  renfermeront  alors  les  dérivées  de  x  et 
dej-  depuis  le  premier  ordre  jusqu'à  l'ordre/;  —  (jf  +  i,  les  dérivées 
de  cet  ordre  n'y  entrant  que  linéairement. 

Par  suite  du  contact  d'ordre  n  entre  les  surfaces  S  et  2,  les  ?i  pre- 
mières équations  obtenues  de  chacune  des  précédentes  seront  identiques 
chacune  à  chacune.  Les  équations  suivantes,  d'après  ce  qui  précède, 
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ne  difléreronl  que  par  les  groupes  des  dérivées  dey  ou  dey  d'un  ordre 
supériein-  à  //.  En  retranchant  l'uiie  de  l'autre  les  équations  obtenues 
en  prenant  les  dérivées  de  nièine  ordre  des  équations  (25~),  cet  ordre 
étant  supérieur  à  n,  on  formera  des  équations  qui,  jointes  à  celles  de 
l'un  des  iXewii.  systèmes  déduits  des  équations  (aS),  permettront  de 
ralculer  Us  dérivées  successives  de  x  et  de  j,  pour  le  point  consi- 
déré, et  cela  connue  il  suit. 

Les  éf[uations 

df  d'^^f 

/    —  I  =  "t     -rr:::  — 


d"+ 


où  le  symbole  rfd''signe  une  différentielle  totale,  donneront  les  («  +  i  j 
systèmes  tle  valeiu's  de  x'  etdej''  qui  répondent  aux  (/i  +  il  tangentes 
au  point  multi|)le  que  présente  en  leur  point  de  contact  l'intersection 
des  deux  surfaces  S  et  2l.  Pour  chacun  des  systèmes  précédents  de  va- 
leurs île  x'  et  de  y\  les  équations 


(Vf  d"+\f       d"+-' 


-rr,=o, 


dJ'+'         dz" 


linéaires  en  x"  et  )■",  fourniront  les  valeurs  correspondantes  de  ces  dé- 
rivées secondes;  et,  continuant  ainsi,  le  système 

drf  _  d"-<-P/        <•/"+'' «I  __ 

'ifzi'  ~~  "'      dz'-^-P  ~  'dz"+P   ~ 

servira  en  général  à  déterminer  les  dérivées  x^''\y^\ 

Si  l'on  opère  de  même  pour  les  surfaces  S,  et  i,  l'équation  de  la  pre- 
mière étant 

à  cause  de  l'hypothèse  d'un  contact  il'ordre  m  supérieur  à  /i  entre  les 
surfaces  S  el  S,,  on  obtiendra  des  systèmes  respectivement  identiques 
aux  précédents,  tant  que  les  équations  ne  renferment  pas  de  dérivées 
dey  ou  de  /,  d'ordre  supérieur  à  m;  donc,  jusqu'à  l'ordre  p,  délini  par 
la  condition  n  -\-  p  =  m,  les  valeurs  des  dérivées  successives  de  a:  et  de 
/  seront  respectivement  les  mêmes,  pour  chaque  système  de  valeurs 
de  x'  el  de  j'. 

Donc  les  deux  courbes  d'intersection  auront  un  contact  d'ordre  m  —  n 
sur  chacune  des  «    l-  i  branches  de  leur  point  multiple  commun. 
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Complément  à  une  Étude  intitulée  «  Essai  sur  la  tliéoiie  des 
eaux  courantes  »  [jjubliée  dans  les  tomes  XXIll,  XXIV 
du  »  Recueil  des  Savants  étrangers  y>),  et  à  un  Mémoire  «  Sur 
V  influence  des  frottements  dans  les  mouvements  réguliers  des 
fluides  3)  {inséré  au  tome  XIII  du  n  Journal  de  Mathéma- 
tiques pures  et  appliquées  »,  a"  série,   1868)  ; 

Pau  m.  J.  BOLSSïNESQ. 


§  I.   —  Du  régime  graduellement  varié  dans  un  écoulement  bien 
régulier  ou  71011  tourbillonnant. 

1.  An  §  XL  d'un  Essai  sur  la  théorie  des  eaux  courantes,  publié 
au  I.  XXIII  du  Recueil  des  Savants  étrangers  de  l'Académie  des 
Sciences  de  Paris,  j'ai  étudié  l'écoulement  d'un  liquide  par  filets  peu 
courbes  et  peu  inclinés  les  uns  sur  les  autres,  dans  les  circonstances 
ordinaires  où  le  mouvement  est  tourbillonnant,  tumultueux,  et  où, 
par  suite,  le  coefficient  £,  dit  de  frottement  intérieur,  affectant  dans 
les  formules  des  pressions  les  dérivées  partielles  des  vitesses  moyennes 
locales,  varie  en  chaque  point  avec  l'agitation  qui  y  règne.  Le  plus 
intéressant  de  ces  modes  d'écoulement  est  celui  que  j'appelle  graduel- 
lement varié,  et  dans  lequel  la  vitesse  moyenne,  ainsi  que  la  section 
normale  fluide,  ont  leurs  dérivées  secondes,  troisièmes,  etc.,  tant  par 
rapport  à  la  coordonnée  longitudinale  que  par  rapport  au  temps, 
beaucoup  moins  influentes  que  leurs  dérivées  premières  ;  en  sorte  qu'on 
puisse  les  négliger  devant  celles-ci,  dont  on  suppose  d'ailleurs  insen- 
sibles les  carrés  et  les  produits.  Les  équations  qui  le  régissent  ont  une 
grande  importance  pratique,  parce  qu'elles  sont  simples,  et  parce 
qu'elles  s'appliquent  à  l'écoidemeiit,  par  les  tuyaux  et  par  les  canaux 
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cU'coiivorls,  dans  la  plupart  dfs  cas  où  l'équalion  du  régime  uniforme 
est  on  défaut,  quoique  les  vitesses  continuent  presque  à  y  être  distri- 
buées aux  divrrs  points  d'une  même  section  comme  elles  le  seraient  dans 
un  écoulement  uniforme.  Mais  lorsque,  au  cojitraire,  les  mouvements 
sont  bien  contimis,  comme  il  arrive  dans  des  tiib(  s  polis  et  assez 
étroits,  en  sorte  que  les  vitesses  vraies  et  les  dérivées  de  ces  vitesses  se 
confondent  à  fort  peu  près  avec  leurs  moyennes  locales  respectives,  el 
quand  d'ailleurs  le  fluide  mouille  son  lit  ou  est  immobilisé  contre  les 
parois  qui  le  délimitent,  un  régime  graduellement  varié  diffère  tou- 
jours fort  peu  d'un  régime  uniforme,  sous  le  rapport  de  la  relation 
existant  entre  la  vitesse  moyenne,  la  pente  motrice  et  le  rayon  moyen. 
C'eA  ce  que  je  déuiontrerai  au  n"  5  ci-après.  Dans  ce  cas,  la  théorie 
du  mouvement  graduelleuieut  varié  est  donc  plus  curieuse  pour  le 
géomètre  qu'utile  à  l'ingénieur,  et  c'est  pourquoi  je  me  suis  abstenu 
de  l'exposer  dans  V Essai  sur  la  t/iéorie  des  eaux  courantes,  ainsi  que 
dans  les  redditions  insérées  au  tome  suivant,  XXIV,  du  Recueil  des 
Savants  étrangers.  Mais  on  me  permettra  d'en  donner  ici  un  aperçu, 
co(nme  complément  à  un  précédent  Mémoire  Sur  Vinfluence  des  frot- 
tements dans  les  mouvements  réguliers  des  fluides,  où  se  trouvent 
traitées  un  certain  nombre  de  questions  concernant  les  mouvements 
bien  continus. 

2.  Je  prendrai  un  système  d'axes  rectangles  des  x,j',  z  tels,  que 
celui  des  x  fasse  de  très-petits  angles  avec  les  vitesses,  dont  //,  c,  \v 
désigneront  les  composantes  :  ainsi  r,  -w  et  même  la  dérivée 

du  I  ttv  div\ 

.77  =  -  \jr  +  7^  j 

seront  partout  très -petites.  Dans  les  équations  du  mouvement,  les 
termes  affectés  du  petit  coefficient  constant  de  frottement  £  seront 
insensibles  quand  ils  auront  en  outre,  comme  second  facteur,  soit  une 
dérivée  de  p,  ir,  soit  même  une  dérivée  de  u  prise  une  ou  plusieurs 
fois  par  rapport  à  .r.  Les  composantes  transversales  4',  ir  de  la  vitesse 
étant  d'ailleurs  comparables  à  la  dérivée  en  x  de  la  composante  longi- 
luduiale  u,  ou,  plus  exactement,  au  produit  de  celte  dérivée  par  les 
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dimensions  transversales  de  la  masse  fluide,  les  dérivées  premières 
de  V,  w  en  x  e\  t  s,e  trouveront  de  l'ordre  de  petitesse  des  dérivées 
.secondes  de  u  par  rapport  à  jt  et  à  /,  dérivées  qu'on  négligera,  ainsi 

I  ■  11  du     du      .^  .  ,  , ,  ,         . 

que  les  carres  et  produits  de  v,  w,  — :  — •  Par  suite,  les  accélérations 

,       ,      1         ,         df  di'  dv  di>  ,  .,  . 

Inleiales  v  =^  —  -\-  u  -, — \-  v  ~, — h-  w  —■>  w  =  . . .  seront  insensibles, 

dt  d.v  dy  clz  ' 

et  les  deux  d(  rniéres  équations  indéfinies  du  mouvement  ne  différe- 
ront pas  de  celles  qu'on  aurait  pour  un  fluide  en  équilibre,  ou  signi- 
fieront que  la  pression  p  varie  hydrostatiqueaient,  à  l'époque  t,  d'un 
point  à  l'autre  d'une  même  section  fluide  a,  normale  à  l'axe  des  jc. 
Concevons  qu'on  trace,  pour  l'époque  considérée  t,  une  ligne  déter- 
minée, peu  inclinée  sur  l'axe  des  x,  mais  d'ailleurs  quelconque;  et 
soient  p„  la  pression  actuelle  au  point  de  cette  ligne  qui  a  l'abscisse  a;, 
I  l'inclinaison,  sous  l'horizon,  d'un  élément  r/^  delà  même  ligne,  élé- 
ment compris  entre  les  abscisses  x,  x  -^  dx;  enfin  p  la  densité  du 
fluide  ou  pg  son  poids  par  unité  de  volume.  La  variation  de  la  pression 
p„  le  long  de  l'élément  ds  serait  pg  sin  I  ds,  si  cette  pression  variait 
liydrostatiquement  d'une  section  à  l'auire,  tandis  qu'elle  vaudra,  en 
réalité,  -4^ ds  :  l'excès  ( -^  —  pgsini  J  ds  représente  donc  la  variation 
éprouvée,  d'une  section  à  l'autre,  par  la  partie  non  hydrostatique 
de  la  pression,  et  son  quotient  par  dx,  c'est-à-dire,  sauf  erreur  né- 
gligeable du  second  ordre  de  petitesse,  l'expression^"  —  jS^sinl,  ou 

~  —  pgsin  1,  sera,  d'après  des  formules  connues  dues  à  Navier,  celle 
qu'il  faudra  égaler  à 


d-  u         d''  u 
df'         dz' 


—  pu, 


(d^u         d'u\  I  du  du 


du  du  du 


pour  avoir  la  première  équation  indéfinie  du  mouvement.   Celle-ci, 
divisée  par  pg,  peut  donc  s'écrire 

,    ,  £     [d'n        d?u\  /   •     T  •    '^PA         «' 

V    I  pg  \dj'         d-J  j         ^  pg    ds  J         g 

Journ.  de  Math.  (3'  série),  tome  IV.  —  Octobre  1878.  A'^ 
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Elle  devra  être  vérifiée  en  fous  les  points  de  la  section  normale  7, 
avant  l'abscisse  quelconque  .v.  En  outre,  si  m,  u  désignent  les  cosinus 
des  angles  que  fait  avec  les  >•  et  les  z  la  normale  à  cette  section,  menée 
vers  le  dehors,  on  aur.i,  sur  le  contour  de  a,  les  conditions  spéciales  : 

(2)       7t  =  o  (aux  parois),     m.— -j- n --;  =  o (à  la  surface  libre). 

Ces  conditions  expriment,  la  première,  l'inrimobilité  du  fluide  contre 
les  parois;  la  seconde,  l'absence  de  tout  frottement  sensible  exercé 
sur  le  fluide,  à  la  surface  libre,  par  l'ainiosphère  contij;uë. 

5.  Ces  équations  se  traiteront  par  la  méthode  suivie  an  §  XL  de 
VEssai  sur  la  l/ie'orie  des  eaux  cowarites  (p.  AoO'  poi"'  1^  cas  de 
mouvements  tourbilloiuiants.  JMulliplinns  d'abord  la  première,  (i), 
par  (Jj'ffz  on  ch,  et  intégrons  les  résultats  dans  toute  l'étendue  de  la 
section  fluide  a.  Si  -/  désigne  le  contour  de  g,  dy^  un  éléoifnl  quel- 
conque de  ce  contour,    /    une  intégrale  prise  sur   toute  la  longueur 

•^  y.' 
du   même  contour,  et  aussi,  pour  abréger, 

<l    _        d  d 

7m  ~  '"  cÂ  ^  "  ^ 

la  dérivée  d'une  fonction  le  long  d'un  élément  infiniment  petit  de 
la  normale  à  d-/'.,  un  procédé  bien  connu  d'intégration  donnera 

r  fctu    (iui\  ,       r  i  du      dii\  , ,     r du  ,  , 
i [717'  +  ;^)  ^/^  =  J, (;v -^-  '■  ^r'^'  -^i^''^ ■ 

Mais  la  deuxième  condition  spéciale  (2)  montre  que  les  éléments  de 
cette  dernière  intégrale,  qui  sont  relatifs  à  la  surface  libre,  s'annulent, 
en  sorte  qu'il  suffit  d'étendre  l'intégrale  à  Ions  les  éléments  dy^  du 
contour  mouille' y.  Le  résultat  total  obtenu,  di\isépar  a,  sera  donc 

C'est  de  cette  relation  (3)  que  nous  tirerons  l'équalion  du  mouve- 
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ment  graduellement   v.irié.  Retranchons-la  rie  (i),  afin  d'éliminer  de 


celle-ci  la  peii/e  motrice  sini --'\  puis  divisons  le  résultat  par  la 


vitesse  moyenne  U,  dont  l'expression  est 

da 


(4)  ^^=f/- 

il  viendra 

(5)  ^    ("""iJ         '^'U         X     l^Vdy]  1     /     ,  r    .dT\ 

Les   conditions   (a),  spéciales  au  contour-limite,  s'écriront  d'ailleurs 

d- 
^    '  Tj  ~  ^  {iiniL  parois),      —-  -=  o  (à  la  surface  libre). 

Dans  le  cas  particulier  d'un  régime  uniforme,  le  rapport  -•  est  une 

certaine  fonction  o  de  — >  — i  la  même  aux  poinis  homologues  de 
toutes  les  sections  semblables,  et  qui  se  détermine  au  moyen  des  équa- 
tions (5),  (6),  (4),  devenues,  pour  ce  cas  où  u'  =  o, 

(7  bis)    (p  =  o  (aux  p,irois),     — ^  =  o  (à  la  surface  libre),       /  o—  =  i . 

Retranchons  ces  équations   (7),   (7  bis)  des  équations  correspon- 
dantes (5),  (6),  (4),  et  écrivons,  pour  abréger, 

(8)  W=:J-(p; 

nous  aurons 

,     ,  t    l  d'u         d  a         y     fdz!  dy\  I     /     ,  f    ,d(j\ 

^^^  n  K^'  -^  1^  -  '  X^  f  )  =  Fû  ("  -  j/'  V  )  ' 

(9  bis)  S7  =  o  (aux  parois),      -7^  =  o  ('^  '^  surface  libre),       /  rz—  =  o. 

43.. 
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La  fonction  s  =  —  —  y,  qui  s'annulerait  pour  u'  =  o,  sera  de  l'ordre 
de  petitesse  du  second  juembrc  de  (9),  c'est-à-dire  de  l'ordre  de  u 

1  11  •  .  ,    .     ,        ilu     du  ,  '    .  .  , 

ou  tie  celui  des  petites  dérivées  -r->  -!-'•  osera  donc  une  première  valeur 

'  dt     d.c     '  ' 

Il  " 

approchée  du  rapport  — • 

f.   On  obtient  une  expression  reinarcpiable  du  premier  terme  de  (3), 

ou   du   frottement  extérieur   total  —  £   /  -j^f^X^  ^"   ajoutant   la   pre- 

niière  (7),  multipliée  par  —  j^f/c,  à  la  |)remière  (9),  multipliée  par  C/th, 
et  intégrant  dans  toute  l'étendue  de  a.  Si  l'on  observe  que 

(Pvs  cPn  d  l     du  dif\  d-zs  (Po         d  1     dm  do  \ 

les  deux  premiers  termes  du  résultat,  devenus  simplement 

s'annideront  à  cause  des  deux  premières  condilions  spf'-ciales  (7  his), 
(9  bis)-,  et  les  dernières  de  ces  condilions  spéciales  permettront  à  leur 
tour  de  réduire  l'équation  obtenue  à 

Celle-ci,  en  remplaçant  et  P^''^;  —  ?  p'  multipliant  par—-  peut  s'é- 
crire 

,  ,  i     n     r  dri)    dy  .  „ , 

jj  expression I  -rt^    -est  un  certain  coetticieut,  constant  pour 

'  pg  xJ-/'^  X  ' 

toutes  l(S  sections  d'une  même  forme  :  nous  le  désignerons  par  |3.  I.e 
résultat  trouvé  sera  donc 
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Enfin  cette  valeur  de '—  j  [r^ày-,  portée  dans  l'équalion  (3),  do! 

nera  la  formule  du  mouvement  graduellement  varié 


(-0 


Il  ne  reste  plus  qu'à  évaluer  le  dernier  terme  de  (lo)  et  celui  de  (i  i). 
A  cet  effet,  observons  qu'on  ne  les  altérera  que  de  quantités  négli- 
geables si  l'on  y  remplace,  au  besoin,  (ppar-î  et  substituons,  d'ail- 
leiu-s,  à  u'  l'expression 


~dt  û 


,  rfU\  « 


dx  yu 


dx 


dz 


identique  à  "r  +  "  j-  +  ''  t:  +  "'  ^"  ^^^^  intégrations  /  se  feront  de 
la  même  manière  que  dans  le  cas  de  mouvements  tourbillon- 
nants (n°  193,  p.  496  à  499  de  \ Essai  sur  la  théorie  des  eaux  cou- 
rantes); en  appelant  i  H-  v^  et  «  les  coefficients 

(11  bis)  i  +  v3=   /ç^— )     a=  /  Ç'"^' 

constants  pour  luie  même  forme  de  section,  il  viendra 

,       ,  r    ,d<!         dV         ,  N  n  '^U  U  dn 


d'où  d  résulte 

(i3  bis)     j  u'{f 


,  dT  dV 


v)U 


dV 


U  da 

(T  dt 


On  substituera  respectivement  les  seconds  membres  des  rela- 
tions (i3  bis)  et  (i3),  divisés  par  g,  au  dernier  terme  de  (10)  et  à  celui 
de  (il). 
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î>.  Il  tant,  pour  la  graduelle  variation  du  mouvemetif,  que  le 
rapj3orl  ^  ne  diffère  pas  notablement  de  f  :  par  suite,  les  dérivées 
de  "en  )',z  et  la  dérivée  -j^  —  ne  doivent  différer  de  ce  qti'elles  sont 
(juand  le  régime  est  uniforme  que  par  d'assez  petites  fractions  de. 
leurs  valeurs.  Ainsi  le  mouvement  n'est  graduellement  varié,  on  n'est 
régi  par  les  lois  approchées  précédentes,  qu'autant  que  le  dernier 
terme  de  (lo),  -  /  n'{(p  —  i)~"'  ^**  ""<^  petite  fraction  du  précédent, 
-]  •  Or,  dans  les  mouvements  bien  continus,  le  rapport—  ou, 
sensiblement,  o  s'annule  aux  parois,  en  sorte  qu'il  varie  dans  de  larges 
limites  de  part  et  d'autre  de  sa  valeur  moyenne  i  :  la  différence  y  —  i 
n'y  est  pas  petite  en  comparaison  de  y,  et  l'intégrale  /  u'{(p  —  i)—  s'y 
trouve  tout  à  fait  comparable  à  /  «'9  —  La  graduelle  variation   du 

mouvement  y  exige  donc  que  le  dernier  terme  de  l'équation  (11)  ne 
soit  qu'une  petite  fraction  du  précédent,  ou  que  l'équation  du  régime 
uniforme 

(■4)  -'-^.5=^(1)'" 

se  trouve  sensiblement  vérifiée.  Ainsi,  dans  les  mouvements  bien  con- 
tinus, tout  régime  graduellement  varié  est  un  réginu*  quasi-unifnmip, 
comme  je  l'ai  dit  au  commencement  de  ce  Mémoire  complémentaire, 
et  l'on  peut,  dans  la  pratique,  lui  appliquer  approximativement  la 
formule  même  du  régime  uniforme.  Il  en  serait  autrement  si  la  fonc- 
tion y  ne  s'écartait  que  d'une  manière  modérée  de  sa  valeur  moyenne  1 , 
ainsi  qu'il  arrive  dans  les  tuyaux  d'un  certain  calibre  et  dans  les 
canaux  découverts. 

Dans  ces  derniers  cas,  rt  est  assez  petit  pour  qu'on  puisse  négliger 
devant  ce  coefficient  ses  puissances  d'un  degré  supérieur  à  i,  de  ma- 
nière à  rendre  linéaires  par  rapport  à  vj,  et  d'une  intelligence  facile,  un 
grand  nombre  de  formules  ;  telles  sont,  par  exemple,  celles  des  n°'  1 30, 
139,  182  (!e  V Essai  sur  la  théorie  des  eau.r  courantes  (p.  285,  353, 
et  /j^q),  qui  concernent  la  vitesse  de  propagation  des  ondes  et  des 
remous  le  long  d'un  courant  [*]. 

[']  J'observerai,  à  cette  occasion,  que  les  i'oriuules  (223),  (225),  (226)  du  même 
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6.  Quand  les  sections  sont,  ou  rectangulaires  très-larges,  d'un  rayon 
moyen  h,  ou  circulaires,  d'un  rayon  moyen  —■>  la  fonction  o  reçoit 
respectivement  les  deux  valeurs 

(14^"'^) 


h  —  z,  r  désignant  la  distance  des  divers  points  de  la  section  au  fond 
ou  au  centre.  Les  intégrales  i  -4-  -/j  =  ^  r^^  -  ,  a  —  j  'f  ^  ont  alors 
pour  expressions  respectives 


■O=^soixj^   0--,  so.t2J^    ç-^-; 

«  =  SOltj^     ?     1'    ^°'*Vo      '      i^R' 


et  elles  se  calcident  aisément.  On   trouve 

[   r,=  \-,     a  —  I  =  ^  (section  rectangle); 
(i5)  ^ 

I   -^  —  -,     a  —  1  =  1  (section  circulaire). 

Mémoire  (p.  -iSi  et  232),  relatives  à  l'influence  que  des  ondulations  du  fond  exercent 
sur  la  surface,  montrent  que  celte  influence  décroît  à  mesure  que  la  profondeur  H 
grandit.  Les  ])entes  superficielles  se  rapprochent  donc  de  la  pente  moyenne  du  fond 
dans  une  rivière  en  crue;  par  suite,  la  formule  (63  quater)  [p.  82]  du  débit  d'un  fleuve 
doit  être  applicable  pendant  les  crues,  même  dans  des  cas  où  elle  ne  l'est  pas  en  temps 
d'étiage;  et  les  considérations  du  n"  222  (p.  606)  en  sont  aussi  confirmées.  Il  y  aurait 
un  grand  nombre  de  réflexions  analogues  que  suggérerait  l'étude  des  théories  exposées 
dans  cet  Ouvrage  sur  les  eaux  courantes.  Par  exemple,  la  méthode  qui,  au  bas  de  la 
page  3o6,  donne  la  valeur  moyenne  de  —  permettrait  d'apprécier  l'approximation 

que  comporte,  au  §  XIX  (p.  189),  l'emploi  de  la  formule  (i47  bis],  en  donnant  un 

(lu 
moyen  d'évaluer,  sur  une  section,  la  valeur  moyenne  de  —  •  Par  exemple  encore,  on 

pourrait  étudier  les  remous  de  courbure  insensible  auxquels  les  formules  du  n"  187 
(p.  45 1)  assignent  des  formes  permanentes,  qu'on  reconnaîtrait  d'ailleurs  être  insta- 
bles, c'est-à-dire  telles,  que  des  formes  vraies,  un  peu  différentes  de  celles-là  à  l'ori- 
gine, s'en  éloigneraient  de  plus  en  ])Ius.  De  même,  d'après  les  résultats  établis  à  la 
page  344.  les  lois  de  Gerslner  s'étendraient  aux  houles  atmosphériques,  etc. 
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Ces  valeurs  de  vî,  «  —  i  ne  sont  pas  petites  par  rapport  à  i,  comme 

il  était  aisé  de  le  prévoir.  Le  rapport vaut   précisément    3    pour 

une  section  circulaire,  tandis  quM  est  intérieur  à  3,  égal  à  -^  =  2,7, . . ., 
pour  une  section  rectangulaire  large.  Ce  rapport  vaudrait  presque  3 
s'il  s'agissait  de  tuyaux  de  conduite  et  de  canaux  découverts  (cas  où 
il  s'écarte  peu  de  2,925,  comme  on  voit  au  u°  45  his,  page  112,  de 
VEssai  sur  la  théorie  des  eaux  courantes);  en  eflél,  d'apiés  (i  i  bis), 
yj  est  comparable  à  (ç)  —  i)°,  et  «  —  i  —  3>7  égale  la  valeur  moyenne 
de  (9  —  1%  quantité  (de  l'ordre  de  rj^vj)  insensible  devant  3>}  des 
que  o  s'écarle  peu  de  i . 

7.  Les  petites  composantes  transversales  f,  w  de  la  vitesse,  et  la 
fonction  ro  =;  -t  —  ?>  '^^  détermineraient,  dans  les  cas  où  le  calcul  en 
est  abordable,  de  la  même  manière  que  pour  des  mouvements  non 
continus,  c'est-à-dire  par  les  formules  démontrées  au  n°  194  bis 
(p.  5o5)  du  même  Mémoire  Sur  la  tJiéorie  clés  eaux  courantes. 

Au  reste,  les  résultats  précédents  se  déduiraient  aussi  de  l'analyse  du 
n"  193  de  ce  Mémoire,  en  supposant  les  deux  coefficients  A,  B  (carac- 
téristiques, respectivement,  du  frollemeut  intérieur  et  du  frottement 
extérieiu')  proportionnels  à  un  même  monôme  de  la  forme  (     j     "," , 

et  en  prenant,  à  la  fin  des  calculs,  m  =  —  1,  72  =  —  i,  -  =0.  Celte 
généralisation  n'introduirait  aucun  autre  changement  que  celui  qui 
résulterait,  vers  le  milieu  de  la  page  495,  de  ce  que,  dans  l'expres- 
sion -  I  Bu{u  —  (pl})dy^,  le  facteur  Bu  serait  proportionnel  à  u''^"  ou 

sensiblement  à  (çL)'"^";  et,  en  conséquence,  l'expression  Bu{u—  çU) 
serait  elle-même  proportionnelle   à 

(yU)'-^"  (M-9U)  =  sensiblement ~~-- 

Il  s'ensuivrait  que  le  dernier  terme  de  (450  bis)  aurait  en  coefficient, 
non   plus  2,  mais  2  +  Ji. 

8.  Lorsque  les  mouvements  sont  tourbillonnants,  la  formule  (10) 
est  remplacée  par  une  autre,  portant  au  même  Mémoire  le  n°  450  bis 
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(p.  AgS),  et  qui  revient  à  prendre,  clans  le  cas  d'un  régime  graduelle- 
ment varié, 

où  /;'  désigne  un  coefficient  constant  pour  toutes  les  sections  sem- 
blables. Par  suite,  l'équation  du  mouvement,  au  lieu  de  (ii),  est 

(X7)  sinI--i^"  =  i'U=^+'   fu'(2<o-  ,)^. 


J'ai  montré,  au  n°  2  des  Jdditions  à  V Essai  sur  la  théorie  des  eaux 
courantes  [Savants  étrangers^  t.  XXIV,  p.  lo),  qu'il  existe  des  modes 
d'écoulement  intermédiaires,  moins  continus  que  ceux  qui  se  |)ro- 
duisent  dans  les  très -petites  sections  et  moins  tourbillonnants  que 
ceux  qui  se  produisent  dans  les  grandes,  pour  lesquels  l'expression 
du  frottement  extérieur  (rapporté  à  l'unité  de  section  et  divisé  par  cg), 
s'éloigne  peu,  quant  au  terme  principal  seul  subsistant  dans  un  ré- 
eime  uniforme,  ou  de  l'une  des  deux  formes  extrêmes  b'\]-  -»  ,'3U  (  -  )  ? 
ou  de  la  forme  moyenne  RU'(-)'.  11  est  vraisemblable  que  le  petit 
terme  de  cette  expression  qui  dépend  de  la  non-uniformité  du  régime 
aura,  dans  les  mêmes  cas,  une  expression  peu  différente  respecti- 
vement, ou  de  celles  que  nous  venons  de  trouver,  -   1  n'{a—  i)— » 

-  /  u'{f  —  i)  — '   ou  de  l'expression  intermédiaire  —  /  u'{f  —  i)  — 

Une   équation   approchée   du    mouvement   graduellement   varié  sera 
donc,  dans  le  cas  moyen, 

5  ni i^-  =  KU^      +-/  u'~  H /  n'((p  —  i)- 

pg  'is  \     <^/         g  Je     "       ^gJc  '^ 

les  intégrales   fii'  --■>    \  ii!{'^  —  0~~  auraient  toujours  les  valeurs  (i  2), 
{l'ibis). 

Journ.  de  Math.  (3"  série'),  tome  IV.  —  Octobre  1878.  44 
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Quand  le  mouvemenl  e&t  permanent,  ou  que  l'on  a  —  =  o,  —  —  o, 

le  second  membre  de  (i3)  se  réduit  à  «U— >  et  l'équation     ij)  de- 
vient 


;,8  bis)  Mul  -  -L  f^"  =  ,SU(^V-  +  u4-(^ 

PS     "■*  \  <!■/  "-"^   \'^g 


Le  terme  de  cette  formule  qui  dépend  de  la  non-uniformité, 
a  -  l  —  \i  est  précisément  celui  que  contient  l'équation  de  mouve- 
ment permanent  donnée  par  Coriolis,  équation  généralement  inexacte, 
pour  deux  raisons  exposées  au  n°  46  (p.  1 12)  de  l'Essai  sur  la  théorie 
des  eaux  courantes.  Les  deux  erreurs,  de  sens  contraires,  qui  affectent 
l'équation  de  Coriolis,  et  qui  ne  se  neutralisent  qu'en  partie  dans  le 
cas  usuel  où  les  mouvements  sont  tourbillonnants,  se  détruisent 
donc  exactement  quand  les  mouvements  sont  bien  continus  [*j. 

§  IL  —  Ii)JluenceduJrotteinent  extérieur  sur  les  coefficients  d'extinc- 
tion des  ondes,  périodiques  ou  non  périodiques,  quand  les  mouvements 
sont  bien  continus. 

9,  J'ai  montré,  au  n*"  15  de  V Essai  sur  la  théorie  des  eaux  cou- 
rantes (p.  54),  et  au  n°  3  des  additions  à  ce  Mémoire  (p.  1  2),  que  des 

[*]  J'observerai,  à  ce  propos,  que  la  théorie  du  régime  uniforme,  spécifiée  pour 
(les  mouvements  bien  continus  se  faisant  avec  des  vitesses  nulles  ou  insensibles  contre 
les  parois,  doit  s'appliquer  même  à  l'écoulement  du  mercure  dans  un  tube  capillaire 
en  verre  sous  rinfluence  d'assez  fartes  pressions.  En  effet,  le  frottement  d'une  paroi 
non  mouillée  croît  probablement  avec  la  pression,  comme  je  l'ai  dit  vers  le  milieu  de 
la  page  2  de  VEssai  sur  la  tliéorie  des  eaux  courantes,  et  il  doit  faire  presque  annuler 
la  vitesse  de  la  couche  qui  le  supporte,  dès  que  la  pression  est  un  peu  grande.  Si 
celle-ci  reçoit  des  valeurs  seulement  sulfisantes  pour  rendre  la  vitesse  à  la  paroi  peu 
sensible,  la  formule  I  i4  >  1»'  exprime  les  lois  de  Poiscuille,  pourra  représenter  encore 
assez  bien  chaque  série  d'expériences,  pourvu  qu'on  y  mette  pour  f  une  certaine  va- 
leur moyenne  propre  à  la  série.  Ce  sont  sans  doute  des  écoulements  de  cette  nature 
ipie  M.  Villari  a  étudiés.  ^Voir,  dans  les  Comptes  rendus  de  la  séance  du  3  janvier  i8'7 
de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXXXIV,  p.  33,  la  Xote  intéressante,  malheureuse- 
ment très-succincte,  de  M.  Villari,  sur  l'écoulement  du  mercure  dans  les  tubes  capil- 
laires en  verre.  J 
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intumescences  d'une  longueur  totale  assez  peu  grande  et  des  ondes 
périodiques  d'une  durée  d'oscillation  modérée,  produites  ou  propa- 
gées au  sein  d'une  eau  d'abord  en  repos,  se  comportent  à  fort  peu 
près,  durant  des  intervalles  de  temps  restreints,  comme  si  les  frotte- 
ments n'existaient  pas.  Ceux-ci,  tout  en  usant  à  la  longue  le  mouve- 
ment, n'en  altèrent  pas  sensiblement  les  lois.  Toutefois,  la  démonstra- 
tion ne  concerne  que  les  parties  inférieures  du  fluide;  elle  fait 
abstraction  d'une  couche  mince  contiguë  à  la  surface  libre  et  aux 
parois,  où  les  modes  de  variation,  d'un  point  {a:,y,z)  aux  points  voi- 
sins, des  composantes  n,  {>,  u'  de  la  vitesse,  sont  entièrement  changés 
par  l'intervention  du  frottement  extérieur.  Je  me  propose  ici  d'étudier 
précisément  les  phénomènes  que  présente  cette  couche  mince. 

A  la  surface  libre,  le  frottement  est  sensiblement  nul.  La  nécessité 
où  sont,  par  suite,  les  glissements  mutuels  des  couches  parallèles  à 
la  surface,  de  s'annuler  sur  la  surface  même,  fait  varier  rapidement 

,.  .  .       .  ,  ,  ,    .     ,         d(u,v,U')  , 

ces  elissements,  auisi  que  les  dérivées  -— ;>   mais   sans   crianerer 

l'ordre  de  grandeur  de  celles-ci,  à  parlir  des  points  intérieurs  voisins, 
où  la  pression  p  ne  diffère  d'ailleurs  de  la  pression  atmosphérique  que 
d'une  quantité  insignifiante.  L'épaisseur  totale  des  couches  dont  il 
s'agit  étant  fort  petite,  les  variations  absolues  que  les  composantes 
II,  V,  TV  y  éprouvent  et  les  pertes  d'énergie  qui  y  sont  dues  aux  frotte- 
ments intérieurs  restent  insensibles. 

10.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même  aux  parois,  dans  le  cas  ordinaire 
où  celles-ci  sont  mouillées  par  le  fluide,  et  où  la  hauteur  des  ondes 
est  assez  faible  pour  que  les  mouvements  restent  partout  bien  continus. 
Supposons  à  peu  près  recliligues  et  parallèles  les  trajectoires  des  molé- 
cules voisines  d'une  certaine  portion  de  paroi,  ce  qui  sera  évidemment 
admissible  presque  toujours,  et  prenons,  sur  la  paroi  fixe,  une  parallèle 
à  ces  trajectoires  pour  axe  des  .r,  une  perpendiculaire,  dans  le  plan 
tangent  à  la  surface,  pour  axe  des  j-,  une  normale,  dirigée  vers  l'in- 
térieur, pour  axe  des  z.  La  composante  longitudinale  u  de  la  vitesse, 
nulle  sur  la  paroi  même,  croîtra  rapidement  en  valeur  absolue  à  mesure 
que  z  grandira;  et  elle  deviendra,  à  une  petite  distance,  sensiblement 
égale  à  la  vitesse  «„,  dite  vitesse  aujond,  qu'on  aurait  pour  z  =  o  s'il 

44- 
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n'existait  pas  de  froHemenls.  Observons  :  i°  que  la  condition  de  conti- 
nuité, jointe  à  v=  o,  et  à  la  relation  spéciale  tr  =  o  pour  s  =  o,  donne 

u'  =  —  /  '-T-dz,  en  sorte  que  w  est  une  quantité  insensible  pour  les 
petites  valeurs  de  z,  ainsi  que  ses  dérivées  en  jc  el  j';  2"  que  les  ex- 
pressions  ^  (^_  +  _  +  _ j  et  a  ^—  +  -^  +  — )  se  réduisent  sen- 

siblement  à  £-—  etàs— -=—£-; — ;  3°  que  l'accélération  latérale  îv' 

dz^  dz'  d.xdz  ' 

est  négligeable  comme  \\\  tandis  que  l'accélération  longitudinale 

lu        du  du         du    r~  du    , 

i;^irt  +  ''T.--d-zj^  tJ^ 


du  du  du 

dt  dx  dz 


n'a  que  son  premier  terme  qui  soit  sensible  quand  u  et  sa  dérivée 
en  X  sont  de  petites  quantités,  comme  il  arrive,  en  général,  dans  les 
problèmes  d'ondes.  Les  deux  équations  indéfinies  du  mouvement 
qu'il  y  a  lieu  de  considérer  seront  donc,  en  appelant  X,  Z  les  com- 
posantes de  la  pesanteur  suivant  les  deux  axes  des  x  et  desz, 

,       ,  d^u         dp  ,,  du  (Pu  dp  „ 

^    *''  dz'         dx        ~  '    dt  dxdz        dz         ~ 

Dans  la  première  de  ces  équations,  le  terme  £—  sera  généralement 
fini  comme  le  terme  -r--,  donc  la  dérivée  seconde  -7—  se  trouvera  de 

dx  dz' 

l'ordre  de  grandeur  de  -,  et  la  dérivée  bien  plus  petite  ^—7;'  compa- 
rable à  -y^  ou  à  —,  aura  son  produit  par  £  insensible.  La  seconde  équa- 
tion (19),  ainsi  réduite  ?>.  —  —-  ^'L,  montre  que  la  pression  p  varie,  à 
partir  de  l'intérieur  du  fluide,  quand  on  pénètre  dans  la  coucbe 
conlignë  aux  parois,  comme  dans  le  cas  où  il  n'y  aurait  pas  de  frotte- 
ments (c'est-à-dire  de  quantités  insignifiantes).  Mais,  dans  ce  cas, 
i  serait  nul,  et  la  première  équation  (19),  où  u^  remplacerait  «,  de- 
viendrait 

dp  dua 
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cette  nouvelle  relation,  retranchée  de  la  première  (19),  donne  donc 
l'équation  indéfinie  du  problème 


d'il 

d{u-u.) 

'p    dt 

ou  bien 

(20) 

d^ 
7h' 

(u  -  «„) 

E  dl^ 

11.  En  y  joignant  les  deux  conditions  spéciales 

(20  bis) 


u  —  «0  =  —  "u      (à  la  paroi,  pour  z  =  o), 
u  —  Ug  =  o      (à  l'intérieur,   pour  z  =  oc), 


et  observant  que  la  vitesse  i/„,  dite  vitesse  à  la  paroi,  sera  donnée  en 
fonction  de  t  par  la  théorie  ordinaire  des  ondes,  on  aura  toutes  les 
conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  déterminer  la  perturbation 
locale  u  —  i/o,  dans  les  deux  classes  de  phénomènes  auxquelles  cette 
théorie  s'applique,  c'est-à-dire  lorsqu'il  s';igit,  ou  de  petites  oscilla- 
tions dans  lesquelles  la  valeur  de  u  —  ;/„  n'augmente  pas  indéfiniment 
avec  le  temps,  ou  de  mouvements  ayant  commencé  depuis  un  temps 
modéré,  en  sorte  qu'on  ait  u  —  11^  =  0  pour  t  =:  —  00  . 

En  effet,  si  l'on  remplace  u  —  it^  par  u  —  11^,  -h  u,  dans  ces  équa- 
tions, leurs  transformées  en  u,  seront 

,  .  d^u,         p  du,  , 

[20  ter) 7T  +     ";r  =  °>     i<,  =  o  (pour  z  =  o  et  pour  z  =  co  ). 

Multiplions  la  première  {20  ter)  parn,dz,  et  intégrons  de  z  =  oà 
z  =  ao  ,  en  appliquant  au  premier  terme  le  procédé  de  l'intégration 
par  parties,  sans  oublier  les  conditions  u,  =  o  aux  deux  limites.  11 
viendra 


/     -^dz-\-  —  ^l     u:dz: 


Celle-ci,  multipliée  par  dt,  puis  intégrée,  soit  à  partir  d'une  époque 
où  le  mouvement  n'existait  pas  et  où  l'on  avait  u,  —  o,  soit  entre  deux 
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époques  distantes  d'une  période  2T,  si  le  mouvement  est  exactement 
périodique,  ou  séparées  par  un  très-grand  intervalle  2T  s'il  s'agit  d'os- 
cillations complexes,  et  divisée  enfin,  dans  ces  derniers  cas,  par  l'in- 
tervalle mêmeaT,  donne,  ou  bien 


ou  bien 


Ces  équations  ont  leurs  premiers  membres  composés  d'éléments  essen- 
tiellement  positifs;  on  ne  peut  donc  y  satislaire  qu  en  posant  — -  =  o, 
et  même  m,  =  o,  puisque  u,  s'annule  pour  z  =  0  et  pour  s  =  00  .  C'est 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 

12.  Les  perles  d'énergie  produites  par  les  frottements  intérieurs  de 
la  couche  contiguë  aux  parois  vaudront  sensiblement,  par  unité  de 
surface  et  dans  l'unité  de  temps,  d'après  l'expression  {m')  du  n°  6  des 
additions  à  la  théorie  des  eaux  courantes  (p.  28), 


dz. 


Ôr,  si  l'on  multiplie  l'équation  (20)  par  {u  —  ^^o)  dz,  puis  qu'on  intègre 
les  résultais  de  z  =  o  à  z  =  oo  ,  en  appliquant  l'intégration  par  parties 
au  premier  terme,  désignant  par  (  —  lia  valeur  de  —  pour  2  =  o  et  te- 
nant compte  des  conditions  (20  bis),  il  vient 

Tirons  de  celle-ci  la  valeur  de   /     -^,  dz  pour  la  substituer  dans  (21): 

nous  aurons,  comme  expression  du  travail  absorbé,  dans  l'unité  de 
temps,  par  les  frottements  de  la  couche  conlignë  à  l'unité  d'aire  de 
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paroi, 

{il  bis)  ^(^^u^-±£    t[u-u,Ydz. 

Multiplions  (21  bis)  par  dt,  et  intégrons,  soit  de  f  =  —  00  à  /  =  oc  , 
quand  il  s'agit  d'une  intumescence  limitée  propagée  le  long  d'un  canal, 
ou  que  u  —  «j  s'annule  aux  deux  époques  <  =  :p  00  ,  soit,  dans  le  cas 
contraire  d'un  mouvement  oscillatoire,  entre  deux  époques  séparées 
par  l'intervalle  2T,  égal  à  une  période,  ou  très-grand  suivant  qu'il  y  a 
ou  qu'il  n'y  a  pas  périodicité.  Le  travail  total  absorbé  égalera  dans 
tous  ces  cas,  sauf  erreur  relative  infiniment  petite,  celui  qu'on  aurait 
eu  en  réduisant  l'expression  (21  bis)  à  son  premier  terme. 

Ainsi,  le  frottement  de  la  paroi  ^\-r]„  fdi'  unité  d'aire  ne  trai'aille 
pas,  puisque  la  vitesse  à  la  paroi  est  nulle;  mais  il  développe  des  Jrot- 
tements  intérieurs,  qui  détruisent  un  certain  travail  total,  précisément 
égal  à  celui  qu'il  aurait  détruit  lui-même  si  la  vitesse  à  la  paroi  avait 
été  celle,  u,,,  qui  s'observe  aux  points  intérieurs,  peu  distants,  oiï  cette 
vitesse  cesse  de  varier  rapidement. 

Dans  le  cas  d'une  intumescence  limitée  propagée  le  long  d'un  canal, 
l'expression  de  Uo  est  de  la  forme  Fit—  -)>  oj  désignant  la  vitesse  de 

propagation;  par  suite,  les  fonctions  u,  1     ^  [u  —  u^)' dz  dépendent 

i/o      " 

aussi  de  t ,  et  leurs  dérivées  par  rapport  à  t  égalent  leurs  dérivées 

par  rapport  à  x  multipliées  par  —  w.  L'expression  (21  bis)  peut  alors 


i^'  '^0  K^O»"'"^  "  èJo"^  ^"  ~  ""^''^^- 


Le  travail  total  détruit  sous  Viiifluence  du  frottement  extérieur  d'un 
bout  de  l'intumescence  à  l'autre,  par  unité  de  largeur  des  parois  et 
dans  l'unité  de  temps,  sera  le  produit  de  cette  expression  par  dx,  in- 
tégré dej:  =  —  =o  àx  =  Qo.Le  terme  exactement  intégrable  s'annu- 
lant  aux  deux  limites,  ce  travail  se  réduit  à 


^^^^  r^i^ï"" 


dx 
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il  égale  celui  qii  aurait  détruit  directement  le  frottement  extérieur,  si 
la  vitesse  à  la  paroi  avait  eu  les  valeurs  «„  qu'elle  reçoit  un  peu  à  l'in- 
térieur. 

Le  iiiènie  travail,  évalué  dans  l'hypollièse  simple  que  le  frottement 
extérieur  fiJt  le  produit  d'un  coefficient  conslani  £,  par  la  vitesse  Uq, 

u^dx.   En   égalant  cette  expression  à  (22),  on   voit 

qu'elle  n'est  exacte  que  si  £,  reçoit  la  valeur 


. 


/'«(S)/-^' 


/       «3  dx 
Cette  valeur  revient  évidemment  à 

(2a  bis)  £,  = 


1''* 


dt 


Une  valeur  de  £,,  calculée  au  moyen  de  la  formule  (22  bis),  per- 
mettra de  même,  d'après  ce  qui  préLÙde,  de  représenter  par  c,//,,  le 
frottement  à  la  paroi  dans  le  cas  d'ondes  périodiques,  sans  qu'il  en 
résulte  d'erreur  sur  le  travail  total  détruit  par  l'influence  du  frotte- 
ment qu'exerce  l'unité  d'aire  d'une  partie  considérée  de  paroi.  Alors 
on  |)ourra  remplacer  les  deux  limites  :p  ao  des  intégrations,  limites 
qui  sont  les  mêmes  dans  les  deux  intégrales  dont  (22  bis)  contient  le 
rapport,  par  deux  autres,  distantes  d'une  période  complète  2 T. 

13.  On  satisfait  à  l'équation  linéaire  (20)  et  à  la  deuxième  condi- 
tion [20  bis),  en  prenant  pour  u  —  Ug  une  somme  d'intégrales  simples 
de  la  forme 

(a3)  u  —  u„  =  —  ce-'  "^cosl^  —  c' —  zi/-^\ 

où  T  est  une  constante  positive,  d'ailleurs  arbitraire,  et  c,  c'  des  fonc- 
tions arbitraires  de  x,y.  La  quanlilc  —  {u  —  «0)  se  réduit  alors,  pour 
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c  ^  o,  à  la  somme  des  expressions  c  cos  (  :!-  —  c'\  :  la  première  con- 
dition (20  bis)  sera  donc  également  satisfaite,  tt  la  valeur  totale  de 
n  —  ?/„  obtenne  conviendra,  pourvu  qu'on  ait 


>4)  "°^5j' 


c'est-à-dire  pourvu  que  le  mouvement,  purement  oscillatoire,  résulte 
de  la  superj)osilion  de  simples  mouvements  pendulaires.  L'expression 
de  II  —  Ug,  différenliée  par  rapport  à  z,  donnera  d'ailleurs,  pour 
c  =  o. 


(=='   (l).=SViÇrH(';--)-^K7'--)]- 

Le  produit  des  deux  seconds  membres  de  faZj)  et  (-iS)  se  réduit,  lors- 
qu'on prend  sa  moyenne  pour  les  divers  instants  successifs,  aux  termes 
de  son  développement  dont  les  deux  facteurs  contiennent  le  cosinus 
d'une  même  fonction  linéaire  de  t;  car  on  sait  que  des  produits  de 
l'une  quelconque  des  deux  formes 

[cos(^'  -  c')  -  sin  iji-c')]  ros  (^^-c"), 
sin  (^'  -  c')  cos  (I'  -  c') 

se  décomposent  en  demi-sommes  et  en  demi-différencc-s  de  cosinus 
d'arcs  (onctions  linéaires  de  /,  cosinus  dont  la  valeur  moyenne  est 
nulle.  On  aura  donc  en  moyenne,  si  l'on  observe  que  cos-  (7-  —  <;■' 1 
a  pour  valeur  moyenne  4^, 

Le  travail  détruit  par  l'influence  du  frottement  extérieur,  clans  un 
mouvement  oscillatoire  complexe,  est  donc  la  somme  des  travaux  que 
cette  influence  détruirait  séparément  dans  cbacun  des  mouvements 
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sim])Ies  qui  composent  l'agitation  considérrc.  C'est,  d'aineiirs,  ce 
qu'on  aurait  pu  déduire  du  théorème  général  démonlré  au  n"  6  (p.  3-2^ 
des  /additions  à  V Essai  sur  la  lliémie  des  eaux  courantes.  - 

Le  théorème  subsisterait  uiëine  si  l'on  décomposait  chaque  mouve- 
ment pendulaire  en  deux  distincts,  dont  les  phases  différeraient  de 
-,   comme,    par    exemple,    si    l'on    rem|ila(;ait    c  cos  ( -r  —  f' ]   piu- 

c  cos  f' cos  ,"  4-  csiii  c'  sin  —  ;  car  rien  n'empêcherait  de  substituer, 
dans  le  troisième  membre  de  (aG),  au  carré  de  la  demi-amplilude  to- 
tale c,  la  somme  des  carrés  des  demi-amplitudes  partielles,  c  cos  c', 
csint',  des  mouvements  composants  :  c'est  précisément  ce  mode  de 
décomposition  qu'on  enq)loie  quand  on  remplace  une  houle  par  deux 
clapotis. 

Dans  le  cas  d'un  simple  mouvement  pendulaire,  de  houle  ou  de  cla- 
potis, le  second  membre  de  (9.6)  se  réduit  à  un  seul  terme,  qu'on  peut 

écrire  v/'^^"o-  Le  frottement  extérieur  détruit  donc  alors  par  son 
influence,  en  moyenne,  ini  tiavail  égal  à  celui  qu'il  détruirait  directe- 
ment si  la  vitesse  contre  la  paroi  était  celle,  ?/„,  qui  s'observe  à  une 
petite  distance  à   l'intérieur,  et  que  le  frottement  dont  il  s'agit  lïit  le 

produit    de  cette   vitesse   «^    par   le   coelficient  \/;^"   L'expression 

t/^  représente  ce  que  j'ai  appelé  £,  dans  la  formule  (2a  bis)  ci- 
dessus,  et  ce  que  j'ai  considéré,  au  n°  6  àef,  Additions  à  la  théorie  des 
eàiix  courantes  [p.  3^,  formule  (j)]  et  à  la  fin  du  n"  120  bis  du  Mé- 
moire principal  (p.  261),  sous  le  nom  de  coefficient  dujroltetnent  ex- 
térieur. Le  coefficient  c,  n'est  donc  pas  absolument  constant,  comme 
j'avais  cru,  pour  simpldier,  pouvoir  l'admettre  dans  la  formule  [s) 
citée;  et  il  faut  poser  en  réalité,  du  moins  quand  les  ondes  sont  assez 
peu  hautes  |iour  que  les  mouvements  restent  bien  continus, 


\  /  '^ps 


T  désighant  la  demi-période  d'oscillation.  Par  suite,  il  n'est  pas  exact 
de  dire,  coiuine  je  l'ai  fait  à  la  page  38  des  Additions,  que  le  coeffi- 
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cieiit  d'exliiiction  a  d'une  houle  ou  d'un  clapotis,  protluits  au  sein 
d'une  eau  de  petite  profondeur  II,  tend  vers  une  limite,  tout  en  gran- 
dissant un  peu,  à  mesure  que  la  longueur  d'ondr  p.L  el  la  période  2T 
augmentent.  Sans  doute  a  est  représenté  par  la  formule  {s);  mais  e,  y 
prend  la  valeur  (27),  et  l'on  a  sensiblement,  pour  T  un  peu  grand, 


(28)  „^^:_:^  i../.:iL  =  ii/-^^i-^-4.. 

apH        aHVapT        2\9.pH\/H\,'L 

Les  longues  vngurs  sont  donc,  même  dans  les  petites  projondeurs , 
celles  que  te  frottement  use  le  moins  vite;  toutefois,  le  coefficient 
d'extinction  a  ne  décroît,  pour  ces  ondes,  qu'en  raison  inverse  de  la 
racine  carrée  de  leur  longueur,  alors  qu'elle  décroîtrait,  dans  les 
grandes  profondeurs ,  en  raison  inverse  du  carré  de  cette  lon- 
gueur [*]. 

14.  Supposons  actuellement  qu'd  s'agisse  d'une  intumescence  de 
forme  déterminée,  propagée  le  long  d'un  canal.  Soit  t'  le  temps, 
compté  à  partir  d'une  époque  où  le  fluide  n'était  pas  encore  en  mou- 
vement à  l'endroit  particidier  que  l'on  considère.  La  valeur  de  u^  sera, 
près  de  la  portion  de  paroi  correspondante,  une  certaine  fonction 
donnée^^i /'),  nulle  pour  les  valeurs  négatives  de  sa  v.u'iahle. 

Le  cas  le  plus  simple  serait  celui  où  f{tj  s'annulerait  jusqu'à  une 
certaine  époque  i'  =  a  et  égalerait  —  i  pour  t'  >  a..  Apjjelons  o  la  va- 
leur que  reçoit  alors  u  —  «„,  et  prenons  l'intégrale  de  l'équation  (20) 
sous  sa  forme  classique,  hien  coiuuie, 

(29)  (a  ^ —=  i     e^'"' F    z -+-  2/;i  l/-(^' —  «)  L//«, 


[*]  En  conséquence,  dans  les  peliles  profondeurs  cnmine  dans  les  grandes,  les  lon- 
gues ondes  à  mouvements  pendulaires  subsistent  longtemps  après  que  se  sont  éteintes 
de  petites  ondes  produites  en  même  temps  ;  de  sorte  que,  par  e.\emj)le,  les  ondes  non 
sinusoïdales  étudiées  au  n°  162  bis  (p.  390)  des  Eaux  coitrartes,  et  dans  une  noie  de 
la  page  54  des  JJditinns,  ne  larderaient  pas  à  se  réduire  à  de  simples  ondes  sinusoï- 
dales. 

45.. 
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OÙ  j'ai  mis  /'  pour  t.  La  fonction  '^  se  i\'-(luit,  connue  on  sait,  à  F(r) 
pourf'  r=  «.  Les  conditions  ii  =:  o,  //„  =  o  à  l'époque  t'  =  a,  obligent 
<le  poser,  à  cette  époque,  ç  =  o  en  Ions  les  points  ilu  fluide,  ou  |)Our 
z>  o.  Donc  la  fonction  F(s)  est  nulle  pour  les  valeurs  positives  île  sa 
variable.  Quant  à  ses  valeurs  pour  z  <^  o,  il  faut  les  supposer  con- 
stantes, égales  à  2,  si  l'on  veut  que  9=1  quand  s  ^=  o  et  que  t'  est  >  x. 
Faisons,  en  effet,  z  =  o,  o  =  i,  /'  >  «,  et  observons  que  la  fonction  F 
s'annule  pour  les  valeurs  positives  de  sa  variable.  La  formule  (29)  de- 
vient 

il  est  naturel  d'y  satisfaire  en  prenant  la  fonction  F  constante,  ou  indé- 
penilante  de  t' ,  comme  le  premier  membre,  pour  toutes  les  valeurs  né- 
i^atives  de  sa  variable;  et  l'on  voit  alors  qu'il  faut  la  faire  égale  à  l'in- 

verse  de  "f  /  e  '"'dm,  c'est-k-dire  égale  à  2.  I^a  formule  (29),  où 
l'on  peut  ne  faire  varier  m  qu'entre  les  limites  qui  rendent  négative 
l'expression    2 -+- a/n  l  / -ff'  —  a),  s'écrira   donc 


-   i  e      dm  =  -^  / 

h  J—  -Ji  V  ^  <J 


\Zo)  cp  = --   f  e  '"' dm  =^ -^  j        _    e''"''dm. 

■2fjs.{t'—a.) 

En  résumé,  la  fonction  o  que  nous  venons  de  déterminer,  ou  qu'ex- 
prime la  formule  (3o),  jouit  des  propriétés  remarquables  suivantes  : 
i"elle  satisfait  à  l'équation  indéfinie 

2"  elle  vérifie  les  deux  conditions  définies 

32)  0  =  0  (pour  a  =:^  t'  et  r  >  o), 

(33)  o  =:  I  (pour  z  =  o  et  a<  <'}. 

Il  est  actuellement  facile  de  trouver  l'expression  de  h    -  f/,,  dans  le  cas 
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général  où  «(,  =f[i').  Il  suffit  d'observer  que  l'on  satisfait  alors  à  la 
condition  spéciale  à  la  paroi, 

Il  ~u^—  —f{t')      ou      u  —  ii„  =  ~i  /'(«)(-/«  (pour  £  =  o), 

et,  du  même  coup,  à  l'équation  indéfinie  (ao),  en  posant 

Effectivement,  y  :r=  i  à  la  paroi,  d'après  (33),  en  sorte  qu'on  a  bien 
u  —  i/„  =  —J{t')  pour  z  =  o.  D'autre  part,  en  dilfércnlianl  (34),  soit 
deux  fois  par  rapport  à  z,  soit  une  fois  par  rapport  à  t',  sans  oublier  la 
condition  (32)  qui  fait  annuler  un  terme  aux  limites,  il  vient 

— ;s^  =  - j,  ■/("'Si''*' 

Par  suite,  en  vertu  de  (3i), 

(35)      '-^-i'-'  -  l'-^^  =  -X /(»)[3  -  :  *]*  =  o- 

Enfin  la  valeur  (34)  de  «  —  u,,  se  réduit  bien  à  zéro  pour  t'  =  o. 

On  peut,  dans  le  second  membre  de  (34),  remplacer  y  («)(/«  par 
dj{a)  et  intégrer  par  parties.  La  condition  (32)  et  celle  d'après  la- 
quelle ^"(a)  s'annule  pour  a  =  o  feront  disparaître  les  ternies  aux 
limites;  la  formule  (3o)  donnant,  en  outre, 


:36i 


flf  I         /  P  z  —  r—-f T 

"  ^        -^^  [t'-<xV 


,1 
Tu 

il  viendra 
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Pour  simplifii  r  celle  formule,  posons  enfin 


V^.7 


t'  —    T '         (la 


nons  iiiirons  rexpression  définitive  de  u  —  //„ 

(^7  )  i,  —  Uo  — ^  /  /  (  /  -  7^  )  c  "  dm. 

J';ii  trouvé  cette  intégrale  reniarciiialde  île  l'équation  120),  df'nion- 
trée  d'une  autre  manière,  dans  le  Cours  de  Plijsique  mathématique  de 
M.  Emile  Mathieu  (p.  217). 

15.  La  partie  aniéricnre  d'une  inliimescence  propagée  le  long  d'un 
canal  se  raccorde  asymptotiquoment  avec  le  liquide  en  repos  situé  à 
son  avant;  ce  cpii  revient  à  dire  qu'on  peut  supposer  l'intumescence 
partie  depuis  un  temps  infini,  ou  qu'il  faut  poser  t'  ■=tj  pour  toutes 
les  \aleurs  finies  de  la  fonctiony (^'). 

11  est  alors  naturel  de  déplacer  l'origine  des  temps,  ou  de  prendre 
/'=  /|,  +  /,  /',  désignant  wnç.  constante  positive  infinie,  t  une  variable 
dont  les  valeurs  finies  correspondent  aux  valeurs  finies  dey(<').  En 
désignant,  d'ailleurs,  p;iry(/)  ce  que  nous  appelionsy (i'j,  la  for- 
mule (37)  donnera  l'exjiression  de  11  —  «„,  que  nous  adopterons, 

'(38)  u-n,  =  -^jy[t-j^y"'dm. 

Elle  se  réduit  bien  à  — /(/)  ou  —  //„  pour  z  =  o.  En  outre,  on  vé- 
rifie aisément  qu'elle  satisfait  à  l'équation  (ao),  pourvu  que  la  dérivée 
j'it  —  -f^-^A  s'annule  pour  une  valeur  infiniment  petite  m^  de  /«, 
c'est-à-dire  pour  une  valeur  infinie  négative  de  sa  variable,  comme  il 
arrive,  soit  dans  le  cas  d'une  intumescence  propagée  au  sein  d'une 
eau  en  repos,  soit  dans  celui  d'ondes  périodiques,  pour  lesquelles 
f{t)onUa  *i\.J'{t)  s'annulent  deux  fois  au  moins  par  période  2T.  Effec- 
tivement, si,  après  avoir  remplacé  la  limite  inférieure  de  l'uitégrale 
par  7//,,,  on  difl'érentie  deux  fois  sous  le  signe/,  par  rapport  à  :,  l'ex- 
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pression  ,38)  de  u  —  z/o,  ce  qu'on  trouve  revient  identiquement  à 
(38  bis)     ^-^  =  -f-_  r  er-  'l  \^  yU  -  J^\\  ,,n. 

On  n'a  pas  eu  besoin  de  faire  varier  w^  en  fonction  de  z,  uiênie  en 

convenant  de  prendre  /  —  -p^.  constamment  égal  à  la  valeur  choisie 

4  ^  '"  ô 
pour  laquelle  la   foncliony^' s'annule,  car  cela  revient  à  supposer  le 

rapport  —  constant  ou  égal  a  — -,  en  sorte  que  In  dérivée  -  -  =  —  est 

infiniment  petite  et  négligeable;  on  aurait  de  plus 


dz'  itz\z  1  z\  dz 


=o. 


Effectuons  sur  le  second  membre  de  [ZSbis)  une  intégration  par 
parties  et  observons  que  les  termes  aux  limites  s'aimulent;  il  viendra 

d-(u  —  «ni                        3  0        C'"     I,    I  OI-M        -'«■-     , 

— ^r  ; = ^     /  fit—  7^-      P  dm, 

ce   qui  est  bien  le  produit,  par ->  de   la  dérivée  du  second  mendie 
de  (38)  par  rapport  à  t. 

Enfin  la  formule  (38)  donne  aussi  u  —  z;^  =  o  pour  2=1».  On  le 
reconnaît  en  posant,  sous  le  signe  /, 

r  it     >  ;  —  z  dm ' 

m  =-  — =  ,      (I  ou      Cllll  =  =  ; 

\  m'  2  /;/'  ^111' 

ce  qui  transforme  cette  formule  en 

(39)  «-«„=-  -U    rfU-f.,n']Ue-'^)tL. 

Or,  dans  celle-ci,  l'intégrale  du   second   membre  reste   finie  pour 

î  z° 

z  infini  ;  car,  d'une  part,  le  facteur  —  e~m')  maximum  et  égal  à  -  pour 

—  =  I,  s'annule  aux  deux  limites  de  l'intégralion;  d'autre  part,  on 
leconnaît  que,  même  en  faisant  abstraction  de  ce  facteur,  l'intégrale 
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reste  finie  quand  sa  limite  inférieure  tend  vers  zéro,  finie  aussi  quand 
sa  limite  sujiéiieine  devient  infinie,  à  cause  du  dénoniinaleiu'  crois- 
sant \iii'  et  du  nuuiérafeury  (  /  —  -^/?i'|,  qui  est,  ou  décroissant,  ou 
périodique  el  aussi  souvent  négatif  que  posilif.  Par  suite,  le  quotient 
de  cette  intégrale  par  z  s'annule  bien  pour  z  infini. 

En  résumé,  la  Jormule  (38)  convient  (ont  à  la  fois  au  cas  d'une 
intumescence  propagée  dans  un  lujuide  en  repos  et  au  cas  d'ondes 
pe'riodicjucs. 

Si  l'on  y  pose  en  particulier  /  (t)  =  ccosi'-^  —  c'U  son  second 
membre  devra  devenir  identique  à  celui  de  (a^),  d'après  ce  qui  a  été 
démontré  au  n"  11.  Il  faudra  donc  que  les  coefficients  de 


soient  respectivement  égaux  dans  les  deux  formules.  En  écrivant,  poin- 
abréger,  z  y-^  =  j>,  on  trouve  ainsi  : 


{3ç,lns) 


,-  I      >-       cos-^  dm 


/-Jo 


i~  ,      ^       sin  -     drri 


La  (lifférontiation   de  ces  intégrales,    par    rapport  à  fi,  conduit   à 
d'antres  intégrales  intéressantes,  qui,  si  l'on  y  pose,  sous  le  signe    I  -, 

~—  =  ni\     dm  —  —  -^ — ,  devuMinent 

y  2//?  \  2»/'- 

\  li/-  I     e  ""'"sin.m'-f^/7i' =  e~P(cos|3 -f- sin,'î), 

i  21 /-   I      e  ""' COS. m'- dm' =  e''^{co^ f-j  —  s\u^). 

Pour  fi  =  o,  celles-ci  conduisent  aux  résultats  bien  connus 

2i/-  I      si  n. m'- <////=  I,      21/-  /      coa.ni'dm'  :^  i . 
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16.  Evaluons  le  frolte:nent,  —^\-^)  'exercé,  à  l'époque  /,  par 
l'unité  d'aire  de  la  paroi  et  projeté  dans  le  sens  des  x  positifs.  La  for- 
mule (38),  dilférentiée  par  rapport  à  ",  donne 

Sid)slituons  à  m,  sous  le  signe  /,  une  nouvelle  variable  «,  telle 
que  l'on  ait 

V:  'o  1  t  (  z  /p\  ,  (In  z  /', 
-  -  —  II,  ou  m  =  ~-\  -1/  -  J  dm  = \  -• 
t  m                                           //  \  9.  V    £  /                              n-  2  V   £ 

I-a  dérivée   —  deviendra 
az 


'M)  - 


=  2y/^^[  f{,-n'-)e    C'-dn. 


Cette  expression,  prise  pour  z  ^^  o  et  multipliée  par  —  s,  donne  enfin 
le  frottement  extérieur  cherché 


(/.,)  -s('^)^=-.y'Çf/(,-„=)rf„. 


Si  l'on  demandait  la  valeur  moyenne  de  ce  frottement  aux  divers 
instants  successifs,  il  suffirait  de  remplacer,  dans  son  expression,  le 
facteury(f  —  7i-)  par  sa  moyenne,  obtenue  en  y  faisant  varier  t  de 
—  30  à  H-  00  :  cette  valeur  est  nulle  quand  l'intégrale  I  J'{t  —  n-)dt 
ou J[t  —  rt'),  prise  entre  deux  limites  assez  éloignées,  l'est  elle-même, 
comme  d  arrive  lors  d'une  petite  agitation  quelconque  du  liquide,  et 
dans  le  cas  d'une  intinnescence  limitée  propagée  le  long  d'un  canal. 
Dans  ce  dernier  cas,  la  fonction^  est  de  la  forme  F(  ? J,  oj  dési- 
gnant la  vitesse  de  propagation;  et  la  valeur  totale  du  frottement 
extérieur,  d'un  bout  de  l'intumescence  à  l'autre  bout,  vaut,  pour  l'u- 
nité de  largeur  du  canal. 


-  «"  1  —  —  o. 
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Le  travail  total  dcMniil  par  riiifluciice  du  iVoItemciit  extérieur,  soit 
en  III)  même  point  et  anx  divers  instants  successifs,  s'il  s'agit  d'ondes 
périodiques,  soit  à  un  moment  déterminé  et  d'un  1  tout  à  l'autre  de 
l'onde,  s'il  s'agit  d'une  inlumescence  propagée  le  long  d'un  CHual, 
|)ourra  s'évaluer,  d'après  ce  qu'on  a  vu  à  la  (In  du  n°  12,  connne  si 
la  vitesse  à  la  p.iroi  était  »„.  et  q"f^  '^^  frottement  extérieur  valût  le 
])rodnit  de  celle  vitesse  par  le  coefficient  fictij  de  frottement  exlé- 
Fieur  £,  que  donne  la  formule  (22  bis).  Comme  on  a  u^  =j[l]-,  'a  re- 
lation (4i)  transformera  aisément  la  valeur  (2?.  bit)  de  s,  en  celle-ci  : 

17.  Pour  toutes  les  ondes  et  intume^icences  analogues,  c'esl-àilire 
d'une  certaine  espèce,  comme  sont  toutes  les  ondes  sinusoïdales,  toutes 
les  ondes  solitaires,  elc.,  la  fonction  J  est  de  la  forme 

(43)  iio     ou    J{l)  =--cV{k'l  -c), 

k'  désignant  une  quantité  positive,  constante  en  un  même  point,  c  et  c' 
deux  autres  quantités  également  indépendantes  de  ^,  et  F  une  cerlaine 
fonction,  caractéristùjuc  de  l'espèce  d'ondes.  Alors  la  formule  (42)  <le- 
vient 


,y__j^    dn,k 


e  —  c']F'i/i't  —  c'  —  f.'  Il'  ]  k'  rit 


V[  k'  l  —  c' Y  h'  dt 


Adoptons,  sous  les  signes  d'intégration,  les  nouvelles  variables 

-  :=  k'  t  —  c',     V  =  //  y  A', 
et  posons,  poin-  abréger, 

-     .»  f     F(t)F'(t-v')./t 

(44)  V  =  Vïi    ^^""^ ■' 

F(t)'./t 
J — » 
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cette  valeur  île  s,  se  trouvera  réduite  à 

(45)  3,  =vv'^- 

La  quantité  y,  constante  pour  toutes  les  intumescences  analogues, 
est,  en  général,  d'une  évaluation  fort  difficile,  à  cause  surtout  de  la 
complication  que  présentera  l'intégration  par  rapport  à  v.  Dans  le 
cas  d'ondes  sinusoîiiaics,  ou  a 

F(t)  =  COST, 

F(-)F'  T  —  v^)  =  cosTsin(v-  —  '^)  =  co.s-t  siuv'  —  si  ni  cos-  cosv"  : 

la  valeur  moyenne  du    produit  sinrcost  ou  -|^sin27  étant  nulle,  le 
rap|)ort  des  deux  intégrales    /      F(-;F'^t  —  v-)^7,    i       F  (t^V/t  égale 

«•    »  «-'—30 

simplement  sinv';  et  la  formule  (44)5  ^u  l'avant-dernièie  équation  de 
la  page  36o  ci-dessus,  donne 


v  =  -^V''?Jo  ^*"-^'^^  =  v/^' 


en  sorte  que  la  valeur  (/|5)  de  s,  se  confond  hien  avec  celle,  (27),  qui 
a  été  trouvée  plus  haut,  si  l'on  observe  que  k'  n'est  autre  alors  que  ;,• 

18.  Quand  il  s'agit  d'ondes  solitaires,  la  vitesse  ?/„,  proportionnelle 
à  la  hauteur  d'intumescence  en  chaque  endroit,  est,  d'après  les  for- 
mules (3o6)  et  (3o8)  (p.  382)  de  V Essai  sur  la  théorie  des  eaux  cou- 
rantes, de  la  forme  cF  (--\/-Fjr  '  —  c'y  H  désignant  la  profondeur 
primitive  moyenne  de  l'eau  dans  le  canal  à  l'endroit  considéré,  //,  la 
hauteur  que  le  sommet  de  l'onde  y  présente  au  dessus  de  la  surt.ice 
libre  primitive,  et  oj  la  vitesse  de  propagation,  égale  environ  à  yyH- 

On  a  donc  k'  —  ^  ^^"'  1  et  la  formule  (45)  doiuie  alors  le  coefficient 

£,  proportionnel  à  Wttv^-  t)''i'l'eurs,  la  formule  (Siy)  [p.  38;]  du 
même  Mémoire  montre  que  //,  est  en  raison  iftverse  de  II  et  en  raison 
directe  de  la  puissance  |  de  l'énergie  de  l'onde  par  unité  de  la  largeur 

46.. 
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/du  canal  :  soil  y  cette  énergie.  Le  coelficieni  £,,  en  appelant  i    une 
constante,  sera  donc  de  la  forme 


(46) 


/•H' 


Cette  valeur  ne  reste  pas  constante  peiulaiit  que  l'otide  se  propnge, 
contrairement  à  ce  que  j'avais  admis,  pour  plus  de  simplicité,  dans  la 
deuxième  des  Additions  à  la  théorie  des  eaux  courantes  (p.  3G);  si 
onlasubstitue  as,  dans  la  formule  du  haut  de  la  page  suivante  (p.  37) 
des  Additions  dont  il  s'aeiit,  formule  où  -  ne  diffère  pas  sensiblement 
de  H,  il  vient 

lie  e         „4 

-7- H r-T^    =  o. 

Remplaçons,  dans  celte  fonmile,  l'élément  de  temps  dt  ptr  le  rap- 
port à  oj^y/gHdu  cheuiiii  dx  que  parcourt  le  sommet  de  l'onde 
durant  l'instant  dt^  puis  multi|)lions  par  £    '—5    nous  aurons 

t  'de  H , — —7  =  o. 


prH' 


Observant,  enfin,  que  H,  /  seront  des  lonctioiis  données  de  l'abscisse 
^r  du  sommet  de  l'onde,  intégrons  l'équation,  à  partir  de  l'époque  <  =  o 
à  laquelle  on  avait,  par  exemple,  oc  ^=  o,  C  ^  C^.  Nous  obtiendrons, 
pour  déterminer  l'énergie  .:;  de  l'onde  aux  divers  endroits,  et,  par 
suite,  sa  hauteur  variable  //, ,  la  relation 

,,   V  _^ L.  _  _il_   /  '  '''' 

L'énergie  «^  tend  sans  cesse  vers  zéro,  comme  dans  le  cas  où  l'on 
aurait  £,  =:  const.  ;  mais,  pour  les  grandes  valeurs  de  .r  ou  de  t, 
elle  décroit  moins  vite  que  dans  ce  cas.  En  eftét,   lorsque  H,  l  sont 

*  I  11  I 

supposes  constants,  et  que,   x^t  devenant  trcs-granus,   le  terme -= 
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dispariiît  en  comparaison  du  précédent,  C  devient  inversement  propor- 
tionnel à  la  sixième  puissance  seulement  de  x,  au  lieu  d'être  en  raison 

inverse  de  la  puissance  x  du  nombre  ef-^'". 

19.  Enfin  l'analyse  exposée  dans  les  numéros  précédents  (9  à  17) 
subsisterait  sans  modifie. ition,  si  la  paroi  considérée,  dont  on  veut 
évaluer  l'influence  retardatrice  sur  le  mouvement  d'un  fluide  qui  la 
mouille,  éprouvait  de  petits  déplacements,  d'une  amplitude  bien 
moindre  que  l'amplitude  des  mouvements  mêmes  du  fluide.  En  effet, 
celui-ci  posséderait  alors,  contre  la  paroi,  une  vitesse  et  une  accélé- 
ration égales  à  celles  de  la  paroi  même,  c'est-à-dire  négligeables  par 
hypothèse  en  comparaison  de  la  vitesse  ou  de  l'accélération  delà  masse 
liquide  dans  le  sens  tangentiel  des  .r.  Les  expressions  îv,  \v' ,  u,  u'  n'é- 
tant ainsi  accrues  que  de  quantités  insensibles,  rien  ne  serait  changé 
aux  formules  (19),  ni  par  suite  à  réqua'ion  (20)  et  aux  snivanles. 

C'est  précisément  ce  qui  arrive  pour  les  ondes  produites  au  sein 
d'une  colonne  liquide  remplissant  un  tube  en  caoutchouc,  dans  le  cas 
ordinaire  où  la  longueur  de  ces  ondes  est  beaucoup  plus  grande  que  le 
diamètre  du  tube,  et  où,  par  suite,  les  mouvements  sont  principale- 
nu-nt  longitudinaux.  M.  Resal  a  étudié  le  premier  ce  problème  inté- 
ressant, dans  tni  article  du  27  mars  iS-jô  [Comptes  rendus  de  l'Aca- 
démie des  Sciences,  t.  LXXXII,  p.  698).  Son  analyse  suppose,  il  est 
vrai,  que  les  portions  de  tube  comprises  entre  des  sections  normales 
consécutives  n'exercent  les  unes  sur  les  autres  que  des  actions  négli- 
geables, ainsi  que  je  l'ai  remarqué  à  la  page  Sg  des  Additions  au  Mé- 
moire sur  la  théorie  des  eaux  courantes,  où  je  déduis  les  lois  de  ces 
ondes  de  celles  des  ondes  propagées  le  long  des  canaux.  Mais  cette 
hypothèse  est  parfaitement  légitime  lorsque  le  tube  n'est  pas  tendu  ou 
que  sa  longueur  totale  dépasse  un  peu  la  distance  de  ses  deux  extré- 
mités; on  voit  en  effet  que  la  force  élastique  exercée,  à  un  moment 
quelconque,  sur  unti  section  normale  du  tube,  est  alors  insignifiante  en 
coni[)araison  de  celle  qui  est  appliquée  à  une  section  dianiètrale  et  qui 
ré>iste  à  la  pression  intérieure  du  liquide.  Quand,  en  particulier,  la  vi- 
tesse à  l'intérieur,  Ua,  varie  pendulairemcnt,  c'est-à-dire  a  une  ex- 
pression de  la  forme  ccos  (J—  —  c'  \t  le  coefficient  fictif  de  frottement 
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extérieur  =,  qu'il  iHUt  choisir  est  celui  que  donne  l;i  toriimle  (27), 


=  v/S^ 


et  le  coeflîcient  d'exlinclion  se  calcule  comme  pour  une  longue  houle 
j)ro|)Hgpe  le  long  d'un  canal.  La  formule  du  liant  de  la  page  'à']  des  j4((- 
(Uliojis  montre  que  le  flottement  absorbe,  par  unité  de  temps,  une 
fraction  de  l'éni  rgie  des  ondes  égale  à  '^-^-  -  désignant  le  rayon  moven 

du  tube.  L'énergie  i,'  sera  donc  proporlioi.nelle  à  e  f'  dans  le  cas 
d'un  clapotis,  c'est-à-dire  d'ondes  oscillant  sur  place.  S'il  s'agit  au 
contraire  d'ondes  courantes,  les  raisonnemenis  de  la  page  53  des  Addi- 
tions prouvent  que  chaque  onde,  suivie  dans  son  mouvement,  perdra 
par  unité  de  temps  la  fraction  ^-  de  son  énergie,  ou,  par  unité  du  che- 
min X  iiircouru,  la  fraction  '  ''-  de  citte  énergie  :  celle-ci,  aux   divers 

points  du  Ir.ijft  de  ronde,  sera  donc  proportionnelle  à  e    -.'o     ■""    . 


§  m.  —  Complément  au  §  XIV  de  /'Essai  sur  la  Théorie  des  eaux 
courantes  :  Des  pcites  de  charge  qui  se  produisent  dans  l'écoulement 
d'un  liqidde,  quand  la  section  vive  du  fluide  éprouve  un  nccroissc- 
jnenl  biusque. 

20.  Quand  une  masse  fluide  s'écoule  d'un  mouvement  permanent 
suivant  une  certaine  direction,  mais  dans  des  conditions  telles,  que  sa 
section  normale,  après  avoir  été  sensiblement  conslanle,  grandisse 
rapidement  d'amont  en  aval  et  devienne  de  nouveau  constante,  il  y  a, 
comme  on  sait,  une  portion  plus  ou  moins  grande  de  son  énergie  (ou 
de  sa  charité)  qui  se  transforme  en  tourbilloniieincnts  et  se  trouve 
perdue  pour  l'écoulement  ultérieur.  M.  Bélanger  a  montré  que  de 
telles  pertes  de  charge  s'évaluent  en  appliquant  le  principe  des  quan- 
tités de  mouvement,  suivant  la  direction  de  l'écoulement,  an  liquide 
compris  entre  l'une,  <Jo<  des  dernières  sections  fluides  précédant  l'épa- 
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nouisseiiient  des  filets,  et,  l'une,  a,,  des  premières  seclioiis  qui  suivent 
le  même  épanouissement.  L;i  pression  v;irie  liydrostatiquement  sur 
chacune  de  ces  sections;  car  la  deuxième,  a,,  est  occupée  tout  entière 
par  des  filets  sensiblement  reclilignes  et  parallèles,  qui  la  traversent, 
uornialemeiit,  avec  des  vitesses  dont  j'appellerai  U,  la  moyenne,  et 
la  première,  a„.  se  compose  d'une  partie  {section  vive)  traversée  de 
même  normalement  par  des  filets  sensiblement  reclilignes  et  parallèles, 
avec  des  vitesses  dontU,,  désignera  la  moyenne,  et  d'une  autre  partie 
où  le  fluide  e-.t  mort,  c'est-à-du'e  relativement  stagnant.  D'ailleurs, 
dans  les  cas  où  la  divergence  des  filets  liquides  est  précédée  et 
résulte  d'un  changement  des  ditneiïsions  transversales  du  lit  solide 
qui  les  contient,  on  siqipose  ce  changement  assez  brusque  pour 
(ju'd  se  termine  au  plus  tard,  sur  la  section  g^,  du  côlé  de  l'aval, 
c'est-à-dire  pour  que  la  paroi  soit  cyhndrique  entre  les  deux  sec- 
tions ffo'  ^M  o"i  du  moins,  pui'^se  être  rendue  telle  sans  modifier 
l'écoulement  :  cela  exige  qu'elle  ne  se  trouve  en  contact  qu'avec 
du  fluide  mort  aux  endroits  où  elle  s'écarterait  de  la  forme  'cylin- 
drique, laquelle  sera  expressément  supposée  dans  l'évaluation  de 
l'aire  de  i7„. 

Dans  ces  conditions,  et  en  admettant,  pour  simplifier,  que  l'axe  du 
lit  soit  horizontal,  la  somme  des  actions  extérieures  à  considérer  sei a 
l'excès  de  la  pression  Po,  supportée,  suivant  l'axe  du  canal,  par  toute 
la  section  cr„  et  par  la  surface  libre  (quand  il  y  en  a  une),  sur  la  pres- 
sion aussi  totale,  P,,  qu'éprouve  la  section  î,,  et  sur  le  frottement  des 
parois  (que  rend  sensible  l'épanoiùssement  même  des  filets).  Quant  à 
l'accroissement  égal  (par  unité  de  temps)  de  la  quantité  de  mouve- 
ment que  possède  la  masse  fluide,  il  est  le  produit  de  la  densité  p  par 
la  dépense  Q  =U,7|  et  par  U,  —  Uo,  si  l'on  attribue  aux  divers  filets 
fluides  les  mêmes  vitesses.  On  aurait  donc  pQ(Uo  —  U,)  =  P,  -  P„, 
sans  le  frottement  extérieur  et  sans  l'inégalité  de  vitesse  des  filets.  J'ai 
montré,  au  §  XiV  (n°  53)  de  VEssai  sur  la  théorie  des  eaux  courantes, 
qu'on  tient  assez  bien  compte  de  tout  en  posant 

(48)  |5  «J,  7,  (a;  IJ„  -  a'.  U,  )  =  P,  -  \\, 

où  «',j,  a'j  désignent  les  valeurs  respectives  que  reçoit,  sur  les  sections 
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(7„,  7,,  un  coefficient  a'  (variable  clans  les  divers  cas  de  i  à  i,  i5  en- 
viron), exprimant,  dans  tonte  section  vive,  l'excès  de  deux  fois  le  cube 
moyen  du  rapport  des  vitesses  des  divers  filets  à  la  vitesse  moyenne  sur 
le  carré  moyen  du  méuie  rapport. 

Pour  évaluer  P,  —  P„,  appelons  respectivement  p,  etp„  les  pressions, 
par  unité  superficielle,  aux  points  les  plus  hauts  de  o,  et  (>„,  pressions 
cpii  se  transmettent  sur  toute  la  section  correspondante  et  qui  s'exer- 
cent sur  la  sur/ace  libre  continue  quand  il  y  en  a  une:  elles  donnent 
en  tout,  dans  I',  —  Pp,  le  produit  [p^  —  P(,)cr,,  somme  des  trois  termes 
l>,G,,  —  Po'^o> — /'o('7i  —  <>u).  provenant  des  pressions  exercées  res- 
pectivement sur  la  section  c,,  sur  la  section  c,,  et  (quand  g,  est  plus 
grand  que  o-g)  sur  la  surface  libre  adjacente  à  Co-  Il  faut  y  joindre,  en 
appelant  h  l'élévation  du  niveau  du  liquide  entre  (7„  et  c,,  le  ternie 
ogh/jg,  différence  des  pressions  hydrostatiques  exercées  sur  la  section  7,, 
et  sur  la  partie  pareille  de  o, ,  plus  la  |)ression  hydrostatique  supportée 

1  »■  -  •  1  •       Pb^'    /  \        * 

i)ar  la  partie  sui)erieure,  g,  —  '?„,  de  7,,  savon-  7,  —  Tn),  —  — 

désignant  la  distance  verticale,  au  sommet  de  cette  partie  c,  —  ^j,,  de 
son  centre  de  gravité,  en  sorte  que /^j  est  lui  nonibre  po-ilif,  d'autant 
plus  grand  que  la  largeur  à  Jleur  d  eau  l,  entre  a^  et  <7|,  croit  rela- 
tivement plus,  et  qui  vaudrait  t ,  soit  pour  l  constant,  soit  pour  h  tiès- 
petit.  L'équation  (48),  résolue  par  rapport  à  //,  deviendra  linsi 


i4q  fi  —  - — ; — ^      — 


~p,      u,f::'.i;„- '/,u,)' 


21.  Remplaçons  (i -+- /7i)  c,  [)ar  ( g,  -[-  mci,^  -h  ni(G.  -   i7„),  de  ma- 
nière  à  dédoubler  le  second  membre  et  à  pouvoir  isoler  — — —  —  h, 

<\ui,  joint  à  ~ — ' — -t  donne  la  |)erte  de  charge.  Cette  perte  vaudra, 

^g 
en  substituant  à  la  grande  parenthèse  de  (/jf)  1  sa  valeur  tirée  de  (/jÇ)), 

,r    \  ._       1        1  a'„fU„  —  L'i  --hfa',  —  a.  llJ^  m/i    r,  —  5,  ' 

1  DO        perte  de  ciiarge  = — ■ — 

^  ^g  (l  -hm    <7, 

Sons  cette  forme,  elle  convient   pour  un   liquide  coulant  le  loi  g 
d'un  tuyau,  dans  le  cas,  laissé  jusqu'ici  de  côié  par  les  traités  clds- 
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siques,  où  le  tuyau  n'est  plein  qu'après  l'épanouissement  des  filets 
fluides.  Elle  montre  aussi,  en  y  faisant,  pour  simplifier,  a\^=i,  a'^  =  i , 
que  la  formule  de  Borda  donne  des  pertes  de  charge  trop  fortes,  si  ce 
n'est  quand  l'accroissement  a,  —  Oj  de  la  section  fluide  totale,  entre 
(7o  et  a,,  est  insignifiant  par  rapport  à  celui  de  la  section  vive. 

Si  l'on  n'avait  pas  rein|)lacé  la  grande  parenthèse  de  (49)  P^''  sa  va- 
leur, mais  qu'on  eût  posé  a.^=^d^^  a! ,  quelques  réductions  auraient 
conduit  à  la  relation 

/    r,       .       ,        ,  a';«(Uo  — U,)(U,(7,— U,.7,l 

l  Perte  de  cliar2;e  = ^ ; — — ^ ■ 


^  i  a'  (Uo  —  U,  )'  er,  —  m  u,,  m  (  t,  —  To  1  />,  —  P» 

\  "} g  c,  -+-  inrjQ  C|  -+-  iii'j,  og 

Le  second  membre  se  réduit  :  i°  pour  un  tuyau  plein  de  liquide 
(où  (jj^ff,),  au  produit  de  «'  pour  ce  que  donne  la  formule  de 
Borda;   2°  pour  un  ressaut  (où  p^^  =  p^,  UoTo  =  U,  17,),  à  ce  même 

1    .              1   •     1--             iT, — ma^         Uo  ■ — mU|      „„  ,  , 

produit,  multiplie  par  = —  ;  5°  quand  on  a  seulement 

p,  z=  pg,  OU  qu'une  surface  libre  relie  les  deux  sections  ff„,(7|,aux  deux 
premiers  termes  ;  et  4°  enfin,  aux  deux  derniers  quand  Uga^  =  U,cr,, 
comme  lorsqu'il  s'agit  d'un  tuyau  où  le  liquide  entre  librement  par  la 
section  Cq  en  ne  le  remplissant  qu'aux  approches  de  la  section  a,.  Les 
termes  ainsi  obtenus,  dans  le  premier  cas,  se  réduisent  à  un  carré,  et, 
dans  les  trois  autres  cas,  sont  également  tous  positifs  (du  moins 
pour  iii^i,  c'est-à-dire  quand  h  est  très-petit  ou  encore  quand  la  lar- 
geur à  tleur  d'eau  l  ne  croît  pas  à  mesure  que  le  niveau  monte)  ;  cela 
résulte  des  hypothèses  Uo>U,,  Uoffo>U,<7,  et  de  la  formule  (49) 
(donnant  h  ]>  o,  c,  >  o^  dans  un  canal  découvert)  ou,  s'il  s'agit  d'un 
tuyau,  de  ce  fait  que  p,  y  dépasse  p„,  vu  que  l'excès  de  vitesse  s'y 
change  partiellement  en  pression  sur  la  section  ff,. 

Nous  bornant  au  cas  p,  =  pi,,  mettons,  dans(5i),  Uo — U,  en  facteur 
commun;  puis  remplaçons  ce  facteur  et,  finalement,  Uo  par  leurs  va- 
leurs tirées  de  (49)  et  de  la  relation  p-Cg  Uo=  ff,  U,,  où  p.  désigne  le 
rapport,  sur  la  section  Og,  de  la  partie  vive  à  l'aire  totale.  Il  viendra 

(62)    Perte  de  charge  = ■ — -    i— i  )  (  i — ^'l  -^-  a/w  (  — 

Jourii.  de  Math.  (3*  série),  tome  IV.  —  Novembke  1878.  47 
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Pour  un  simple  ressaut,  /x=  i,  et  celle  expression,  si  les  sections 

7„,  c,  sont  des  rectangles  ayant  les  hauteurs  ho,  h,,  prend  la  forme 

//' 
connue     ,  ,  ■ 

Quand  la  largeur  à  fleur  d'eau  Z  est  constante,  ou  que  w  :=  i,  I  elr- 
vatiou  h  du  niveau  entre  g^  et  g,  vaut  le  quotient  ^^^^—- — \  et  la  for- 
mule (Sa)  devient  aisément  identique  à  celle  que  j'ai  donnée  au  11°  60 
de  V Essai  sur  la  théorie  des  eaux  courantes  (p.  1 37) 

Perte  de  charge  =  — -^^^^ — '--^, — !- — ■ — ^  [  ]. 


§  IV.  —  Modification  à  introduire  dans  une  Note  complémentaire  du 
Mémoire  sur  l'injluence  des  jrottements  dans  les  mouvements  régu- 
liers des  fluides. 

22.  La  méthode  indiquée  dans  la  Note  I,  à  la  fin  du  Mémoire  Sur 
l'itfluence  des  Jrottements  dans  les  mouvements  re'guliers  desfluides,  et 
dont  le  but  est  d'établir  pour  ces  mouvements  les  fornudes  des  com- 
|)Osantes  N,  T  des  pressions,  a  besoin  d'être  complétée  lorsqu'on  l'ap- 

nuque  a  la  recherche  des  termes  en  -; qui  sont  d  un  tJecre  su- 

'      '  "  (^)  7,  -) 

périeur  au  premier.  La  deuxième  condition  qui  s'y  trouve  énoncée, 
celle  qui  se  déduit  de  ce  fait  que  nul  mouvement  d'ensemble  du 
fluide  ne  développe  de  pression  sur  aucun  élément  plan,  n'est  pas 
complètement  exprimée  quand  on  dit  qu'une  sim|)le  rotation  autour 
d'un  axe  quelconque  doit  laisser  les  N  égaux  à  la  pression  non  dyna- 
mique changée  de  signe,  —  p,  et  lesT  égaux  à  zéro.  Dès  que  les  for- 
mules que  l'on  veut  étabhr  ne  sont  pas  linéaires,  il  faut  entendre  celte 
condition  dans  son  sens  général,  c'est-.Vdire  en  ce  sens  que  la  super- 
position d'un  mouvement  d'ensemble  quelconque  à  tout  autre  mou- 
vement laisse  les  composantes  N,  T  égales  à  ce  qu'on  aurait  si  ce 
dernier  mouvement  était  seul.  Eu  d'autres  termes,  et  comme  il  est 
permis  de  faire  abstraction  d'une  simple  translation  qui  n'influerait 

[*]  J'observerai,  à  ce  propos,  qu'il  se  produit  de  petites  pertes  de  charge  quand  les 
filets  fluides,  au  lieu  de  diverger,  se  contractent  notablement,  quoique,  dans  ce  cas,  le 


SUR    LA    THÉORIE    DKS    TAUX    COURANTES.  Z']  l 

pas  sur  les  dérivées  en  ce,  y^  z  des  vitesses,  les  N,  T  doivent  rester  les 
mêmes  lorsqu'on  remplace  respectivement  dans  leurs  expressions  les 
trois  composantes  u,  f,  \\>  de  la  vitesse  par  celles-ci, 

U  =•  ji  -i-  cj'z  —  w"^,   V  =  ('  +  w"x  —  oj  z,    W  =:  Mf  -h  «;■  —  w'j:', 

résultant  de  leur  composition  avec  trois  vitesses  angulaires  de  rota- 
tion &),  w',  w"  autour  des  trois  axes  coordonnés.  Or  on  peut  supposer 


passage  d'une  petite  vitesse,  ayant  Uo  pour  moyenne  sur  la  section  amont  o-,,,  à  une 
vitesse  finale  beaucoup  plus  grande  U,  (commune  à  Ions  les  fdets),  se  fasse  sans  perte 
sensible  de  force  vive  pour  chaque  filet  et  que,  par  suite,  d'après  une  démonstration 
du  n"  216  (p.  588)  de  V Essai  sur  la  Théorie  des  eaux  courantes,  on  ait  alors 

H!  =  «,  El  +  P'-p^  _  h. 
^g      "^g       pg 

v'        ,         .     ,  u;     u'     /'o  — /^ 

En  effet,  si  l'on  porte  celle  valeur  de  — -  dansl  expression  a,^ h h. 


laquelle,  par  définition  et  à  cause  de  a,  =  i,  exprime  la  perte  de  charge  éprouvée,  il 

U'  U'  . 

vient,  pour  celle-ci,  (a'  —  a,, )  — ^  =  environ  -n     °  ?  i  (  variable  de  0,02  à  o,o3  environ  ) 

désignant  l'excès,  sur  l'unité,  du  carré  moyen  du  rapport  des  vitesses  des  divers  filets 
dans  la  section  d'amont  o-u  à  leur  moyenne  U,,. 

Il  est  bon  de  remarquer  aussi  que  la  formule  (5o)  ci-dessus  indique  une  certaine 
perte  de  charge,  assez  sensible,  aussitôt  après  l'entrée  d'un  tuyau,  partout  plein,  où 
l'on  suppose  que  l'eau,  sortant  d'un  réservoir,  arrive  sans  contraction,  grâce  à  un 
évasement  convenable  des  parois  qui  conduisent  à  l'orifice.  En  effet,  dans  ce  cas,  les 
vitesses  des  divers  filets  sont  les  mêmes  à  cet  orifice,  en  sorte  qu'on  a  a,  =  i;  mais  la 
valeur  de  a'  sur  la  section  située  un  peu  plus  en  aval,  o-,,  est  celle  qui  correspond  à  la 
véritable  distribution  des  vitesses  dans  le  tuyau.  Comme,  d'ailleurs,  par  hypothèse-,  la 
vitesse  moyenne  Uo,  à  l'entrée,  ne  diffère  pas  alors  de  U,,  le  second  membre  de  la 
formule  (5o)  devient 

(    ■        ,1  U' 

a    —  1     , 

■Xg 

où  u  désigne  la  vitesse  moyenne  dans  le  tuyau  et  a'  la  valeur  de  ce  coefficient  à  l'inté- 
rieur du  tuyau  même.  Celte  perte  de  charge  n'a  rien  d'invraisemblable;  car  on  conçoit 
que  le  passage,  d'un  état  où  tous  les  filets  fluides  ont  même  vitesse,  à  un  autre  où  ils 
ont  des  vitesses  différentes,  détermine  une  déperdition  notable  d'énergie,  même  quand 
la  vitesse  moyenne  n'éprouve  pas  de  diminution. 

47- 
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que  w,  w',  w"  soient  pris  respectivement  égaux,  aux  valeurs  qu'ont  les 
trois  dérivées  —  ^)  '-^^  —  '-,- en  un  point  iKuticulier  considéré.  Alors 

</)■      dv  d.r  '  ' 

es  trois  dérivées  — »  -;->  -7-  y  seront  nulles,  et  les  N.T  ne  denemlront 

dx      d.v      dy   ■^  '  '  i 

que  des  six  autres  dérivées 


f/i; 

r/V 

d\\ 

dV 

dV 

dU 

r/.r' 

-<ï/ 

dz 

</;' 

dz  ' 

''.y 

égales  respectivement  à 


du 

dv 

diV 

dv         da- 

dn-          du 

du         dv 

h         5 

\-   -ri 

-r  +  -r 

d.r 

dy 

dz"" 

dz          dr 

d.c          dz 

dy         d£ 

\/A.  condition  dont  il  s'agit,  lorsque  u,  v,  w  désignent  les  composantes, 
variant  avec  continuité,  de  la  vitesse  d'un  fluide  au  point  (ar,/-,  z)  de 
l'espace,  revient  par  conséquent  à  dire  que  les  N,  T  ne  peuvent 
dépendre  de  ces  composantes  que  par  les  six  vitesses  actuelles  d'exten- 

,        ,.  du.     dv  du  dv       .  .       ..  ,  ■    ■    il 

sion  et  de  glissement,  — 5  — >  •••5 -7- + -T-î  de   trois   ligut^s  inatcrielles 

"  dx     dy  ay        clx  ^ 

parallèles  aux  axes  et  se  croisant  au  point  considéré.  Ainsi  entendue, 
elle  conduit  à  annuler  les  coefficients  A,  C  des  formules  que  con- 
tiennent les  deux  dernières  pages  du  Mémoire  cité  [*]. 

25.  M.  Kleitz  s'est  également  occupé,  au  §  56  (|).  i4S)  de  ses 
Études  sur  les  Jorces  moléculaires  dans  les  liquides  en  mom-emeni 
(Paris,  1873),  de  déterminer,  dans  les  expressions  des  forces  ]N,  T 
|)Our  le  cas  où  les  vitesses  u,  c,  w  sont  bien  continues,  les  termes  en 

'  ^  "'  ''•  "'    qui  sont  d'un  degré  supérieur  au  premier  :  il  croit  pouvoir  ieiu- 

d{x,y,z)    »  011  I 

attribuer  une  grande  influence.  Mais  ces  termes  se  trouvent  avoir  des 
coefficients  si  petits,  en  comparaison  de  celui,  s,  qui   paraît  dans  la 


[*]  Je  prie  aussi  le  lecteur  de  remarquer  que,  ilans  le  §  XII  du  mùinc  Mémoire,  la 
constante  c  désigne  simplement  la  dérivéo  — —  et  non,  comme  au  §  XI,  le  quotient  de 
cette  dérivée  par  le  cocnieient  de  frottcmeiu  intérieur. 
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partie    linéaire   des    N,   T,   qne    les  expériences    du   D''  Poiseuilie, 

1  1         1  '    •     '        d[u,  V,  iv]  .         ,,  ,  ,  , 

ou  cependaiil  les  dérivées  ~i r  ont  atteint  d  énormes  valeurs,  n  ont 

'  f/^  JT,  y,  j)  ' 

pu  seulement  en  faire  soupçonner  l'existence.  Une  équation  donnée 
par  M.  Kleitz  lui-même  vers  le  tiers  de  la  page  198  de  son  Mémoire, 
lorsqu'on  y  compare  attentivement  les  deux  premiers  termes  de  la 
série  qui  y  paraît  (sans  tenir  même  compte  des  observations  directes 
montrant  que,  dans  les  tubes  capillaires  mouillés,  la  vitesse  croît  gra- 
duellement depuis  la  paroi  où  elle  est  nulle  jusqu'à  l'axe  où  elle  est 
maximum),  prouve  que  ces  coefficients  doivent  être  des  fractions 
excessivement  petites  de  e  pour  n'avoir  pas  complètement  altéré  les 
lois  de  M.  Poiseuilie  [*]. 

Les  formules  de  M.  Kleitz  pourraient  plutôt  s'appliquer  aux  pres- 
sions elfeclives  produites,  à  chaque  instant,  en  divers  points  d'une  eau 
animée  de  mouvements  tumultueux  ou  peu  continus,  pressions  qu'elles 
exprimeraient  en  fonction  des  dérivées  premières  des  vitesses  vraies, 
essentiellement  différentes  de  leurs  moyennes  locales  qne  considèrent 


[*]  En  vue  d'expliquer  ces  lois  s.nns  .idraettre  la  nullité  (constatée  pourtant)  de  la 
vitesse  près  d'une  paroi  mouillée,  M.  Kleitz  a  cru  pouvoir,  à  la  page  suivante,  igg, 
de  ses  Études,  attribuer  aux  actions  moléculaires  qui  produisent  le  frottement  mutuel 
(lu  fluide  et  de  la  paroi  un  rayon  d'activité  comparable  au  diamètre  des  petits  tubes; 
il  a  pensé  qu'il  ne  serait  pas  impossible  que  de  telles  actions  produisissent,  sur  la 
masse  fluide  contenue  dans  l'unité  de  longueur  d'un  tube  pareil,  une  résistance  totale 
indépendante  du  contour  mouillé  et  uniquement  proportionnelle  à  la  vitesse  moyenne, 
comme  l'exigent  les  expériences  de  Poiseuilie.  Mais  comment  accci)ter  que  le  rayon 
d'activité  des  actions  moléculaires,  rayon  que  tous  les  faits  de  la  Pliysi(]ue  tendent  à 
faire  supposer  absolument  impcrce|)tible,  soit  comparable  à  une  longueur  de  3  centi- 
mètres environ,  ce  qui  est  le  diamètre  de  tubes  polis  dans  lesquels  Darcy  a  reconnu 
que  les  lois  de  Poiseuilie  s'observaient  tant  que  la  vitesse  moyenne  ne  dépassait  pas 
I  décimètre?  Et  s'il  était  vrai  que  le  rayon  d'activité  fiit  aussi  grand,  ce  qui  rendrait 
inabordables  les  problèmes  les  plus  simples  relatifs  à  l'écoulement  dans  ces  tubes  (puis- 
(|ue  les  pressions  ne  pourraient  plus  être  rapportées  à  l'unité  d'aire,  ni  même  être 
considérées  comme  s'exerçant  sur  des  surfaces),  il  y  a  toute  apparence  que  des  actions 
si  complexes  ne  produiraient  pas  des  phénomènes  régis  par  les  lois  simples  et  pré- 
cises de  Poiseuilie.  Comment  d'ailleurs  s'expliquer  le  changement  presque  brusque 
qu'éprouve  le  mode  d'écoulement  dans  les  mêmes  tubes  au  moment  où  la  vitesse 
moyenne  dépasse  une  certaine  limite,  si  ce  n'est  en  observant  que  des  mouvements  de 
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seules  les  livdraiilicieiis.  Toutefois,  il  est  encore  plus  probable  que, 
dans  ce  cas  de  mouvements  tumultueux  ou  tourbillonnants,  les  vitesses 
vraies  dont  il  s'agit  varient  assez  rapi(!<Miient  d'un  point  à  l'autre  pour 
que,  dans  le  déveiojîpement  par  la  série  de  Tayior  (s'il  continue  à  être 
possible)  de  la  vitesse  relative  de  deux  molécules  agissant  l'une  sur 
l'autre,  il  faille  tenir  compte  des  termes  de  degré  supérieur  qui  con- 
tiennent les  dérivées  partielles  secondes,  troisièmes,  etc.,  de  ti,  v,  w  par 
rapport  à  3c,jr,  z.  Alors,  les  forces  N,  T,  en  admettant  qu'elles  pussent 
encore  élre  développées  en  séries,  suivant  les  puissances  croissantes  des 
grandes  variables  dont  elles  dépendent  (c'est-à-dire  de  telles  vitesses 
relatives),  contiendraient,  non-seulement  les  termes,  affectés  des  déri- 
vées premières  de  «,  v,  \v,  auxquels  M.  K.leilz  se  borne,  mais  aussi 
d'autres  termes,  où  paraîtraient  les  dérivées  d'ordre  supérieur  de  w,  v,%v 
et  dont  M.  Maurice  Lévy,  dans  un  Mémoire  [*]  Sur  l'hydrodyna- 
miqite  des  liquides  homogènes,  a  considéré  ceux  qui  sont  du  premier 
degré  ["]. 


ballottement  dans  les  sens  transversaux,  mouvements  incvilables  croissant  avec  le  rayon 
moyen  qui  mesure  l'étendue  du  champ  dans  le(]uel  ils  peuvent  se  développer,  rendent 
l'écoulement  tourbillonnant  ou  tumultueux  dès  que  les  chocs  qui  en  résultent  contre 
les  parois  sont  capables,  grâce  à  une  vitesse  de  translation  assez  grande,  de  produire 
des  glissements  sensibles  entre  couches  Quides  conliguës? 

Enfin  M.  Kleitz,  pour  n'admettre  de  tels  glissements  finis  que  près  des  parois  mouil- 
lées, dans  les  écoulements  par  des  tul)es,  tuyaux  ou  canaux,  attribue  aux  fluides  en 
mouvement  une  cohésion  d'une  autre  nature  et  d'un  ordre  de  grandeur  |)lus  élevé  que 
les  frottements  proprement  dits  de  couches  glissant  l'une  sur  l'autre.  Mais  toute  cohé- 
sion est  une  force  qui  subsiste  à  l'état  statique,  tandis  qu'on  n'en  voit  pas  trace  dans 
les  liquides  non  visqueux  et  dans  les  gaz  en  re|)os.  La  tension  snpcrficicUe  des  liquides 
réside  uniquement  dans  une  couche  extrêmement  mince  (jui  les  enveloppe  :  elle  a  été 
trouvée,  pour  les  lames  liquides  les  plus  minces  qu'on  ait  pu  produire  (c'est-à-dire 
d'une  épaisseur  comparable  à  o""°,oooi),  aussi  grande  que  pour  les  plus  épaisses. 

[*]  Voir  au  sujet  de  ce  Mémoire,  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des 
Sciences  (t.  LXVIII,  p.  585  )  un  Rapport  de  ÎM.  de  Saint-Venant  en  date  du  8  mars  i8fiq; 
et  au  t.  LXXIV  (p.  655  et  6<)3),  les  n"'  8  et  9  d'un  Mémoire  Sur  l'hydrodyiamiquc 
des  cours  d'eau,  aussi  de  M.  de  Saint-Venant,  février  et  u)ars  18^2. 

[**]  M.  Kleilz  vient  de  publier,  dans  les  Annales  des  Ponts  et  Chaussées  (18-7, 
2'  semestre,  t.  XIV  )  un  Mémoire  [Sur  la  théorie  du  mouvement  non  permanent  des  li- 
quides et  sur  son  application  à  la  propagation  des  crues  des  rivières)  où  se  trouvent  con- 
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signés  des  résultats  intéressants  et  nouveaux.  Il  y  déduit,  notamment,  de  l'étjuation  de 
continuité 

(h         rlQ 
(it         cls 


=  o. 


une  corrélation  très-simple,  entre  deux  faits  que  j'avais  démontrés  au  §  XXXVII 
de  V Essai  sur  la  théorie  des  eaux  courantes  (p. 453  et  457)  sans  remarquer  leur 
liaison  intime  :  ces  deux  fiiits  sont,  d'une  part,  la  non-siraultanéilé,  dans  toute 
crue,  du  débit  maximum  et  de  la  hauteur  d'eau  maximum  sur  chaque  section; 
d'autre  part,  l'aplatissement  de  l'onde  ou  la  diminution  de  ce  débit  maximum, 
quand  on  passe  d'une  section  à  l'autre  en  allant  de  l'amont  vers  l'aval.   En  effet,  la 

différentielle  du  débit  maximum  considéré  est  —  ds  -\ dt,  c'est-à-dire  simplement 

ds  dt  ' 

''Q  ^  ^'^  ,       •        '^Q  ,       ,        ,        •  -  ■    .  > 

—  as  ou  —  —  ds,  puisque  — —  s  annule  sur  la  section  proposée  au  moment  ou  le  dcb.t 
ds  dt         '        '        dt  '      ' 

s'y  trouve  maximum.  Si  cette  différentielle  est  nécative,  on  a  bien  — r  >  o,  à  l'endroit 
^  ^  dt  ^ 

proposé,  au  moment  où  -—  s'y  annule.  Donc  la  section  fluide  a  est  encore  en  train  de 

grandir  quand  le  débit  est  maximum.  M.  Kleitz  a  pu  ainsi,  du  fait,  reconnu  par  l'expé- 
rience, de  l'aplatissement  graduel  des  crues,  déduire  celui  du  retard  des  maxima  et 
minima  de  section  fluide  en  cliaque  endroit  sur  les  maxima  ou  niinima  pareils  de 
dépense.  On  pourrait  de  même,  du  fait  de  l'abaissement  graduel  du  sommet  d'une  crue, 

abaissement  en  vertu  duquel,  pour  — -  =  o,  on  a  rfa  =^  — -  r//  := dK'  o,  déduire 

'         '  ds  dt  ds      ^ 

cet  autre  fait  que  le  maximum  du   débit  à  un  moment  donné  se  produit  à  quelque 

distance  en  avant  du  sommet  considéré  :  effectivement,  il  en  résulte  —  ■>  o  à  l'en- 

ds 

,     .      ,  d-T 
droit  ou  —  ^=o. 
ds 

J'ai  démontré,  dans  VEssai  sur  ta  théorie  des  eaux  courantes,  qu'il  y  a  en  général 
aplatissement  graduel,  soit  dans  le  cas  d'une  onde  propagée  le  long  d'un  canal  où  les 
filets  fluides  sont  animés  de  vitesses  différentes  (§  XXXVI,  p.446),  soit  dans  celui  d'une 
crue  produite  assez  rapidement  (§  XXXVII,  p.  453  )  ;  soit  même,  à  une  deuxième  ap- 
proximation, dans  le  mouvement  quasi-perniancnt     §  XXXIX,  p.  482,  formule  (425  ), 

d'où  se  déduisent,  par  la  différentiation,  une  valeur  de  — -  positive  quand  — -  =  o  et 

,    d^      .      .  ,  </0  I 

une  valeur  de  -7-  négative  quand   -—  =  o 
di  ds  J 

M.  Kleitz  donne  encore,  dans  le  Mémoire  cité,  des  expressions  générales  des  vitesses 
de  propagation  de  chaque  valeur  de  Q,  de  cliaque  valeur  de  — >  de  chaque  valeur  de 


376  J.    BOUSSINESQ. 

— )  de  chaque  valeur  de  —■, La  seconde  de  ces  vitesses  de  propagation,  par 

exemple,  qu'il  applique  au  cas  où  -^  =  o,  c'est-à-dire  à  la  propagation  du  maximum 

de  débit  local,  s'obtient  en  tirant  —  de  l'équation  d  — —  =;  o,  ou 
dt  '  dt 

— i  ds  -^ ^dt  —  o; 

dsdl  dt- 

,         dO  d'7  .  ,      .         ,  ,       j  .     • 

SI  I  on  V  remplace  — ^  nar -,    cette  vitesse  devient  le  rapport  des  deux  dérivées 

'  dx   ^  dt  '  ' 

-- — >  — ^«  Ce  que  M.  Kleitz  entend  par  la  vitesse  de  propagation  du  maximum  ne  se 

confond  donc  avec  aucune  vitesse  de  propagation  d'un  débit  Q,  contrairement  à  ce 
que,  faute  d'indications,  j'avais  cru  en  rédigeant  une  Note  insérée  dans  Y  Essai  sur  la 
Théorie  des  eaux  courantes  (  p.  474  )• 


APPROXIMATION    DES    FONCTIONS    DE    r.RAKDS    NOMBRES,     ETC.        S^T 


Sf/r  /'approximation  c/cs  fonctions  de  très-grands  nombres 
et  sur  une  classe  étendue  de  développements  en  série  ; 


Par  m.   g.   DAUROUX. 


DEUXIEME    PARTIE. 

Vin. 

Revenons  ans  polynômes  de  la  série  liypcrgéoraétrique  el  rappelons 
cpielques-nnes  de  leurs  propriétés  qui  sont  connues,  ou  dont  on  trou- 
vera facilement  la  démonstration. 

Voici  d'abord  différents  développements  de  ces  polynômes  : 

(  X„  =  I  -  ^(^:t^.r  +...+  (-,)«  {_^n)        [.+,.n~r)  ^„ 
(i)  ■  '-7  ^         '    7(7-(-')---(v-l-''-i) 

'        =  F(  —  7?,  «  +  72,  Y,  jr\ 

(2)  l  ^_(_,y,('-'  +  "-7)-.-(«-7+0^„ 


7  ...  (7  -F-  «  -  I  ) 

[i  —  x)"Y  {  —  Ji,'j  —  a  —  n,  ■/, 


(3)X„=(-i)"'-"  +  "~^'---^'  +  °;-^'F(-;2.a+//,a-v+.,i-x). 
On  a,  en  particulier, 
(4)  X„fi 


,       /j+a  —  7)...(a  —  7  +  ') 


7-(7+ M---(7 +«—  >) 
Jown.  eie  Muth.  (3»  série),  tome  IV.  -   ÎNovf.mbiif,  1878.  4^ 
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valeur  qui  n'est  égale  à  t  que  si  «  —  y  =  y  —  i  et,  d.Tus  ce  cas,  la  com- 
pnrai-ou  des  diveloppements  précédents  montre  que  le  poijnôme  ne 
change  pas  de  valeur  absolue,  si  l'on  change  x  en  i  —  x.  La  valeur 
approchée  pour  «  très-grand  deX„(i)est 

^5)  X„(l)='"   ==-V  +  i).a_:Y*, 


ri.v) 

valeur  qui  peut  être  nulle,  très-grande  ou  très-petite.  Ainsi  Ion  voit 

que,  dans  le  voisinage  de  la  valeur. r  =  i,  l'ordre  varie  brusquement. 

-1— - 
Le  polynôme  qui  élait  de  ror(!re  de  n'^    '  devient  de  celui  de  7i*~^^^'. 

Par  exemple,  si  a  =  i,  y  =  \,  il  est  fini  pour  toute  valeur  fixe  de  x 

comprise  entre  zt'ro  et  i,et  il  devient  infiniment  grand  pour  .r  =:  i. 

r,es  développements,  ou  l'équation  différentielle,  montrent  que  tout 
est  symétrique  par  rap|  ort  aux  deux  limites.  On  peut  changer  x  en 
I  —  JT,  pourvu  qu'on  échange  y  —  i  et  a  —  y  :  l'équation  différentielle 
demeure  la  même.  Cette  remarque  nous  servira  souvent  à  abréger  les 
discussions. 

On  a,  entre  trois  polynômes  consécutifs,  la  relation 

qui  est  généralement  du  tioisiéme  degré  en  ti\  mais  ce  degré  s'abaisse 

dans  certains  cas. 

,    D'abord,  si  a  =^  1 ,  elle  dcMent 

[n  +  y)(X„_,  -  X„)  +2(2//  +  i).rX„4-(«-l-i  -y)(X„_,  -X„;  =  o. 

En  fécond  lieu,  fi  l'on  a  a  =  2y  —  i,  elle  devient 

^  (X,,^,  -  X„)  +  (2«  +  «)a:X„  4-  ^  (X„_,  -X„)  ==  o  ; 

enfin,  si  a  =  2 y, 


1-1 


(X„_,  -  X„)  +  2a;X„  +  — — — -  (X,_.  -  X,,] 


2n  +  27  +  1   ^  '  2n  -h  27  —  I 

Dans  tous  les  autres  cas,  1  lie  reste  du  troisième  degré 
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D'ailleurs,  de  l'identité 

X  ¥[(/.  + p.  (3  +  p,-i  +  p,x) 
on  déduit 

/    rf''X„  _  x'—i-'P(\—  r]-(-'-P{  —  l]P 
\     drP  nyn  —  \]  .  .  .[n  —  /-"  -i-  1  ; 

f  7l7^';---(7-t-/^-')     ''^'^''  ^  ^ 

relation  bien  connue  |iour  les  fonctions  de  L^-gendre. 
Citons  encore  les  identités  suivantes  : 

,n  s  ■,,  '•/X,,  „  n  tl  X,,-., 

^     '  "  dx  "    '         «  -f  a  —  I  dj- 


19) 


{■l  +  u)X„^,^x{x-x)       ^^_^^        ^ 

H-  X„  [(«  +  7)  —  X  (2  ^^  4-  a  -i-  i  )] , 


—  («  +  i)(2n+  «4-  r)X„, 

1  (n  +  I  )  (  «  +  a  —  '  )  j'S.„dx 

(il)!        ^    (n  +  «)(/;  +  7i(^  +g  —  i)y  "("+  iK/»  4-  g  — 7)  -^ 

j        "^         (2«  +  a)(2/ï  -l-a-t-l)       '"■*"'  (2«  4-a)(2«-l-a—  I)      ""' 

(  -h  (2n  -+-  a)[«(27—  a  —  1)  +  1  —  a=]X„  =  o. 

,  ,  ,         .  I       d\n 

Une  formule  intéressante  resuite  du  développement  de  — suivant 
les  fonctions  X„.  Posons 


dX„ 


=  AoXo  +  ...4-  A„_,X„_ 


Si  nous  multiplions  les  deux  membres  par  X^x^  '(i  -  x)='-^  et  que 

48.. 
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nous  iiilégriolis  entre  o  et  i,  nous  auroDS 

Substituons  l'expression  d<'  —-^déduite  de  l;i  formule  ("V  nous  aurons 

Décomposons  en  fractions  simples        .  '' — rj  nous  aurons 

^p       ^  1  _,_.  _j^p_  _j_  u  j,   ^  (-'^rfy)  r(a- y  +/.  +  ■' 

j:    I—.')         X         I— a:    '        ''    ='       "''  r(7  +  /;)  r(x— 7+1)       ' 

U/,_2  désignant  un  polynôme  de  degré/;  —  2  En  intégrant  par  partie 
jusqu'à  ce  que  la  dérivée  n  —  i'"°<"  ait  disparu  sous  le  signe  d'inté- 
giation,  U,,_j  disparaîtra,  et  il  rf  siéra 

+  (-  i)''-'a/,.rT-^''-'  (i  -^j^-i-jr/o-. 

En  remplaçant  les  intégrales  eulérieiines  par  leurs  valeurs,  on  trouve 
l'expression  de  A^,  et  l'on  obtient  la  formule 

En  condjinant  cette  formule  avec  celle  qu'on  obtient  en  y  changeant 
Il  en  n  -^  i ,  on  trouve 

p  =  n 

,   o\     "  -+-  '  ''^X,,        rfX„+,  _       (/;  +1)  (?-/?  +  g)  (a/?  +  2  +1)  ^  X/? 

^       ''      x-hri',11  '^     dx      ~   ~  "'«  («+a](/J-l-7)  ^  "77  ■ 

/'  =  ■> 

Les  polynômes  X„  formant,  d'après  l'équation  aux  différences  à  la- 
quelle ils  satisfont,  une  suite  de  Sturm,  on  peut  leur  appliquer  la  for- 
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mille  foiilameiitile  de  mon  Mémoire  sur  le  théorème  de  Siiinn  [*],  et 
l'on  obtient  la  relalion 

/    ,N  (/?  +  g)  in  +  y]  Z„X„^_,  —  X„Z„+,  _  X„Z„        X,Z,  X„Z, 

^^^'    J„i2«-Ha)(2«  +  aH-l)"'  7^^-  ~  IT  """  IT  "^  "^  T,,"' 

Zp  désignant  ce  que  devient  X,,  quand  on  y  remplace  jc  jiar  s.  Telle 
est  la  réunion  des  formules  les  plus  essentielles  de  celle  théorie.  Elles 
ne  nous  seront  pas  toutes  utiles;  mais  j'ai  cru  devoir  les  calculer  et  les 
réunir  ici. 

Je  ferai  remarquer  que  la  démonstration  de  la  formule  (12)  repose 
sur  la  considération  d'intégrales  qui  n'ont  un  sens  que  si  l'on  a  y  >  o, 
a  —  '/-r-  1  >o;  mais  le  résultat,  évidemment  indépendant  de  ces 
liypolhèses,  subsiste  dans  tous  les  cas. 

Parmi  ces  polynômes,  un  groupe  spécial  se  rapproche  plus  particu- 
lièrement de  ceux  de  Legendre  :  ce  sont  ceux  pour  lesquels  on  a 

C.  -  y  ^  ■;  -  I . 

Us  admettent  d'abord  une  fonction  génératrice  spéciale,  et  l'on  a,  en 
posant  ::;  =  1  —  ijc, 


27  +  n  —  1  ) .  .  .  (  2  y  H-  2  « 


X  x'~'f(i  — x)'~f -^  [x(i  —  x}]"^^'- 


Beaucoup  des  méthodes  applicables  aux  polynômes  de  Legendre  sub- 
sistent pour  ces  polynômes  et  non  pour  les  |)olynàmes  généraux.  Par 
exemple,  en  posant  x  =  sin-  o,  on  peut  les  développer  suivant  les  co- 
sinus des  multiples  de  y.  La  relalion  entre  Irois  polynômes  consécu- 
tifs est  du  premier  degré  par  rapport  à  7^,  etc. 

[*]  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  t.  VIII,  p.  92. 
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IX. 


Nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  traiter  d'uiio  manière  com- 
plète la  théorie  d'une  classe  do  développements  en  série,  de  ceux  qui 
sont  ordonnés  suivant  les  polynômes  X„  que  nous  venons  d'étudier. 
Nous  avons  vu  que,  si  l'on  suppose 

y  >  o,     a  —  7  H-  I  >  o, 
on  a 

r  X,„X„.rT-'  >  I  -  jc'f-ffix  =  0,       r  X^^•T-'  (  i  -  ^•)»--!-  dx  =  J„. 

l^a  valeur  de  J„  a  été  donnée  à  rarlicleVlI. 

Ces  points  étant  admis,  étant  donnée  une  fonction  quelconque 
/(.t)  continue  ou  discontinue,  supposons  qu'on  se  propose  de  la  dé- 
velopper en  une  série  de  la  forme  suivante  : 

J{x)  =  A„X„  +  Â,X,  4-...  -^A„X„ -+-.... 

Si  nous  multiplions  les  deux  membres  par  X„,r^~'  (i  —  xY''^dx,  et 
que  nous  intégrions  entre  les  limites  o  et  i,  nous  aurons 

(i6)  A„J„=  r  x-<''{i  -  xY--<X„f^x)cix. 

Tous  les  coefficients  seront  successivement  déterminés  par  cette  for- 
mule. 

Un  artifice  particulier  permet  de  simplifier,  dans  bien  des  cas,  la  re- 
cherclie  et  le  calcul  de  tous  les  coefficients  A„. 

Reprenons  l'équation  du  second  degré 

j  =  x  +  o  ('-jr) 

cl  le  développement 

^'^^  I  ==y/;'ir^"\x„x^-\i-xr\ 
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auquel  elle  donne  naissance,  et  qni  est  convergent  pour  des  valeurs 
suffisamment  petites  de  (.  Si  nous  mulliplions  par  y(.r)  r/x,  et  que 
nous  intégrions  entre  les  limites  zéro  et  i,  nous  aurons,  en  nous  ra[!- 
pelant  la  formule  (16), 


£ 


J[a:)cixr-'{i-rr''^£ 


V  A      '"^ii-^")     A   T    _  V  *    /"rlvlr: g 4-/^-7-*-') 


Le  premier  membre  est  une  intégrale  dans  laquelle  t  est  constant  et  j- 
fonction  de  x.  Prenons  y  comme  variable  indépendante,  on  aiua 

Les  limites  de  j"  seront  encoî  e  zéro  et  1 ,  et  l'on  aura 

t"     rr  ,  M       V     w  „     -,    J  V  rfvlrfa  -t-  «  —  7  4-  I  1     . 

\^  J[r  -  ^/(  '  -  r)lr'-'{  •  -  jn  dj  =  2    (JAa)r(.  +  a)^  A"'' 

Ainsi  il  suffira  d'effectuer  la  quadrature  du  premier  memi^re  ou  d'ob- 
tenir son  développement  en  série  pour  connaître  tous  les  coefficients 
A„.  Cette  remarque  permet  de  trouver  beaucoup  de  développements 
en  série. 

Supposons,  par  exemple,   que  la   fonction  y^(x)  se  réduise  à  .x^, 
p  étant  quelconque.  On  aura  à  effectuer  la  quadrature 

I/o 

ou  plutôt  à  la  développer  suivant  les  puissances  de  t.  Le  coefficient  de 
l"  sera 

_  ,  _     ^„  p  ...  lp-n-+-i]  r{p  -t-7lr(a  +  /i- V  +  1)^ 
"~  '^         ' ''  l.2...n  r(a  +  «+/;  +  i) 
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t't  l'on  aura  par  conséquont 

I  jf/"  =  A„Xo  +  A,X,  -I-  ..., 

('^)   ;    ^     _  /        ^-„P  />-■'' ■■■(p  —  "-t->^  r(B  +  a)(2/;  +  a)r(/>  +  7)^ 
''"     ~^  ''  1.2. ..n  r[y)r[a  +  n -hp  +  l] 

I,a  suite  (i8)  se  termine  toutes  les  fois  que  p  est  entier,  comme  on  de- 
vait s'y  attendre.  En  l'appliquant  à  chacun  des  termes  d'un  polynôme, 
on  pourra  remplacer  ce  |iolynùme  par  une  suite  formée  d'un  nombre 
limité  de  fonctions  X„.  Elle  nous  sera  très-utile  aussi  quand  on  y  fera  p 
fractionnaire. 

Après  celte  remarque  sur  la  détermination  des  coefficients,  reve- 
nons à  la  série  qui  sert  de  développement  à  une  fonction  quel- 
conque f{x)., 


J9J 


-^(^^^sî  r '•'"■' -^•'■"''•/(")^«^'' 


où  Z„  désigne  le  polynôme  X„,  dans  lequel  on  a  remplacé  x  par  z. 
Nous  devons  nous  demander  si  elle  est  convergente  et  si  elle  repré- 
sente la  fonction.  A  cet  effet,  nous  allons  étudier  la  somme  des  ii  -\-  i 
premiers  termes  de  la  série  et  en  cherclier  la  limite  quand  n  croît. 
Celte  somme  est 


(20)     s„  =--£  zï-'(.  -  zr-y',z)ciz(^'  - ^ -^ 


X„Z„'^ 


D'après  une  formule  donnée  à  l'articlt  précédent,  elle  peut  être  rem- 
placée par  l'intégrale  plus  simple 

^       '  l  2  «  -h  a  i  ;  2  «  -T-  a  +  I  I  i„J^  ^  I       J  \    I  z  —  x  ' 

dont  il  y  a  à  déterminer  la  limite  quand  n  croît  indéfiniment.  Nous 
pouvons,  en  commettant  une  erreur  relative  d'autant  plus  faible  que 
n  est  plus  grand,  remplacer  le  coefficient  numérique  dermiégralc  par 

7—- Nous  décomposerons  en  outre  l'intervalle  de  zéro  à  i  en  (rois  :  l'un 
de  zéro  à  £,  l'autre  de  e  à   i  —  e,  le  troisième  de  1  —  e  à  i,  £  étant  aussi 
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petit  qu'on  le  voudra,  mais  fixe  quand  n  augmentera  indéfiniment. 
Ainsi,  nous  avons  à  chercher  la  limite  de  l'intésrale 

[22)  ^J^'-'i^  ~ zY-^M''"^"-Z^^-dz, 

prise  successivement  d;ins  les  trois  intervalles  (o,  e)  (s,  i  —  j)  (  i  ~  ;,  i'^. 
Nous  commencerons  par  considérer  le  second  et  le  plus  grand  de  ces 
trois  intervalles,  et  nous  y  remplacerons  X„,  Z„,  X„^i,  Z„+|  par  leurs 
expressions  approchées. 
Posons 

j?  =  sin^i|>,     5  =  sin-'p, 

-f  et  i|/  étant  compris  entre  o  et  ^■,f[z)f/z  prendra  la  forme  /,  (y)  r/œ. 
On  a 

X„  =  v/ — ^sin''       <]icos  -  (];cos    (2/2 +  «)({;  — y(2y  —  i)  h 


X„+,  =  l/"-^'sin-       ^/cos  ' .Il  cos\  {271 -h- c(-{- i)']i~ ^{2-/— \)U 

et  des  expressions  analogues  pour  Z„,  Z„+,.   En  les  substituant,   nous 
trouvons 

r  TT  I 

^,   .      .  I    .  ,  1  sinHan  +  a-u  il(<p  +  ,[,)— -(27—  I  t 


•/siiifX-/--  /  cos^>\  «-■/  +  ;  .  ,    ,    ,    sin[(2«-ha4-i)(<p  — ^)] 


Ces  intégrales  sont  bien  connues  :  on  les  rencontre  dans  la  théoiie 
des  séries  Irigonométriques.  La  première  tend  vers  zéro,  la  seconde 
vers  la  limite 

1/;  (4.  +  o)  4-  i/;  (<!>  -  o)  -  i  [/\x  -+-  o)  +J{x  -  o)  J, 

lorsquey(x)  est  finie,  ou  devient  infinie  sij{x)  est  infinie. 

Ainsi  l'une  des  trois  parties  dont  nous  devons  chercher  la  limite, 
nous  donne  le  même  résultat  que  si  la  série  était  trigonométrique  ['*]. 

[**]  Au  tome  I  (3'  série,  p.  ig4)  de  ce  Journal,  M.  Laurent  a  déjà  indiqué,  pour 
le  cas  spécial  des  séries  ordonnées  suivant  les  polygones  de  Legendre,  une  méthode 
semblable  à  celle  qui  est  développée  ici. 

Joiirn.  de  Math.  (3«  série),  tome  IV.  —  Novemdre  1878.  ^9 
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Toutefois,  celle  partie  de  la  démonsiration  est  sujette  à  une  ob- 
jection grave  qu'il  importe  de  lever.  Dans  le  calcul  de  l'intégrale  que 
nous  venons  d'étudier,  nous  avons  admis  qu'on  peut  remplacer  les 
polynômes  par  leurs  expressions  approchées.  Cette  substitution  est-elle 
légitime?  En  l'effectuant,  nous  avons  commis  une  erreur,  et  il  est  in- 
dispensable d'examiner  si  cette  erreur  n'augmente  pas  indéfiniment 
avec  n.  Désignons,  pour  abréger,  par  X'„  y  J„,  Z'„  \  J„  les  ex|)rcssions 
approchées  de  X„  Z„.  Nous  avons  établi,  en  toule  rigueur  (art.  VII), 
que  l'on  a 

p^p^  demeurant  au-dessous  d'une  certaine  limite,  quel  que  soit  //,  si 
X  et  2  demeurent  compris  entre  £  et  i  —  e.  Il  suit  de  là  que  remplacer 
les  polynômes  par  leurs  expressions  ap|)rochées,  c'est  négliger,  dans 
l'intégrale  (22),  un  groupe  de  termes  de  la  forme 

Vf  z'th 


P  étant  une  fonction  telle  que/?,/;,  demeurant  au-dessous  d'un  nombre 

P 

fixe  quand  n  croît  indéfiniment.  D'ailleurs  - — ;  demeure   lîuie    pour 

X  =  z,  puisque  cette  propriété  appartient  à  la  lois  au  terme 

z..,+,x„  — x„+,z„ 


■et  à  ceux  que  l'on  a  obtenus  en  remplaçant  les  polynômes  par  leurs 
expressions  approchées. 

Mais,  si  P  a  la  propriété,  comme  pei  p,,  de  demeurer  au-dessous 

•  P 

d'une  limite  fixe,  cette  propriété  ne  peut  s'étendie  au  quotient    ——  • 

au  moins  dans  le  voisinage  de  la  valeur  z  =  x,  et  l'on  ne  peut  pas  al- 
firmei-  que  la  partie  suivante  de  l'intégiale 


"  J.r-/. 


Zf-'ii  -  zY-f/[z)        _  riz, 
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qui  est  d'ailleurs  finie,  lende  vers  zéro,  et  n'augmente  pas  indéfini- 
ment quand  n  croît. 

Pour  résoudre  la  difficnlié  précédente,  je  ne  vois  d'autre  moyen 
que  l'emploi  de  la  deuxième  approximation  des  polynômes  X„,  telle 
qu'elle  a  été  donnée  à  la  fin  de  la  première  Partie. 

Nous  avons  remarqué  que  les  formules  qui  réalisent  cette  approxi- 
mation contiennent  :   i°  les  termes  de  l'ordre  de  s/T^  qui  se  trouvent 

dans  la  première;   i°  des  termes  de  l'ordre  de  — -■,  3°  enfin   l'erreur 

commise  est  de  l'ordre  de  -v-  On  a  des  formules  telles  que  les  sui- 
vantes  : 


z„  =  s  .!„  (  K 


^-^^V 


l>  Pi  demeuranl  toujours  au-dessous  d'un  nombre  fixe,  et  les  dérivées 
//,//,  étant  des  formes  727,  Ttq,,  où  (j,q,  demeurent,  comme  p, /7,,  infé- 
rieurs à  un  non»bre  fixe  pour  les  valeurs  de  x  et  de  z  coiDprises  entre 
s  et  I  —  £.  Il  suit  de  là  que,  si  nous  substituons  dans  l'intégrale  (22) 
les  expressions  de  X„,  Z„,  X„+,,Z„^.|,  déduites  des  formules  précé- 
dentes, nous  obtiendrons  le  résultat  suivant  : 

1°  Les  termes  résultant  de  la  première  approximation  ont  été  cal- 
culés et  nous  donneront  comme  limite 

S,lfl.T-^o)+J[X-o)]; 

a"  Les  seconds  termes  des  expressions  approchées,  combinés  entre 
eux  ou  avec  les  précédents,  donneront  des  intégrales  toutes  pareilles  à 
celles  qui  proviennent  des  termes  du  premier  ordre,  mais  divisées  par  ?i 
ou  par  li^  elles  auront  toutes  zéro  pour  limite; 

3"  Il  restera  enfin  le  groupo  des  termes  contenant  tous  au  moins 
une  des  fonctions  inconnues,  telles  que  p  e\.  p,,  et  qu'on  iiourra 
écrire 
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1*(2)  étant  une  fonction  des  quantités,  telles  que  /',/',,  sïn  2?i(^, 
cosa/i'f,  et  (Jemeiir;int  par  conséquent  au-dessous  d'un  nombre  fixe 
dans  toute  l'étendue  de  l'intégration.  On  a,  en  outre,  P(a')  =  o,  pour 
la  raison  quia  déjà  été  donnée  à  propos  de  la  première  approximation. 
D'après  ce  que  nous  savons  sur  les  dérivées  des  fonctions  /),  /),  et 
sur  celle  des  sinus,  on  peut  affirmer  que  l'on  a 

P'(z;  =  «Q(2), 

Q(z)  demeurant  au-dessous  d'un  nombre  fixe,  quel  que  soit  «.  D'après 
cela,  si  l'on  remarque  que  l'on  a 

Pfzl  — P(.r^  Pi-) 

on  voit  que  l'intégrale  à  examiner  prendra  la  forme 

et  Q  demeurant  au-dessous  d'une  limite  fixe,  on  voit  que  celte  inté- 
grale tendra  vers  zéro  quand  n  croîtra  indéfiniment,  ce  qui  complète 
notre  démonstration. 

En  résumé,  la  considération  de  la  première  partie  de  l'intégrale 
nous  donne  des  conclusions  aussi  étendues,  s'appliquant  à  des  fonc- 
tions aussi  générales  que  celles  considérées  par  Dirichlet  dans  son  tra- 
vail classique  sur  les  séries  trigononiétriques. 

Examinons  maintenant  l'intégrale  (22)  prise  entre  les  limites  o,  £; 
I  —  £,  I.  A  cause  de  la  symétrie  par  rapport  aux  limites,  signalée  à 
l'article  précédent,  il  suffira  de  trouver  la  limite  de  l'intégrale  pri^e 
dans  l'intervalle  (o,  i). 

Dans  cet  intervalle,  nous  le  savons,  l'expression  approchée  de  nos 
polynômes  ne  peut  plus  être  employée,  et  un  examen  sérieux  de  cette 
partie  de  l'intégrale  est  d'autant  ])lus  nécessaire  que  quelques-uns  de 
ces  polynômes  croissent  indéfiniment  avec  n.  Reprenons  donc  l'ex- 
pre.ssiou 


_Y  Z„X„+i  —  x„z„ 
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et  cherchons  si  cette  intégrale  peut  être  rendue  infiniment  petite  avec 
£,  quel  que  soit  n.  On  peut  l'écrire 

^  r  z^-ui-z )«-ï  ^^z„dz-^  r%ï- '  ( ,  _  z)-ï :^M  z„^ ,  dz . 

Les  deux  intégrales  précédentes  ont  la  même  forme.  Elles  sont  multi- 
pliées toutes  deux  par  des  coefficients  de  l'ordre  de  Ji'"'^.  Si  donc  on 
pose,  pour  abréger, 

il  suffira  de  prouver  que  l'intégrale 

(  25)  7l'''i    r  Z^-'  (  I   -  Zf--<(p  (Z)  Z„  r/z  , 

où  i5p(z)  est  une  fonction  finie,  peut  èlre  rendue  infiniment  petite  avec  a, 
même  quand  n  croît  au  delà  de  toute  limite. 

A  cet  effet,  imitant  un  procédé  déjà  employé  à  l'article  VII,  compa- 
rons-la à  la  suivante  : 


>4)  f  z^~'('  -  zf--^Z'„dz  =  01,  = 


r'fï) 


considérée  au  même  article  où  nous  avons  prouvé  que  0  est  infini- 
ment petit  avec  s  quand  n  grandit  sans  limite. 

Décomposons  l'intervalle  (o,  e)  en  deux  autres  séries  d'intervalles  : 

---V 

les  uns,  pour  lesquels  Z„  sera  inférieur  à  Hw  2  >  u  étant  quelconque; 
les  autres,  pour  lesquels  il  sera  supérieur  à  la  même  quantité.  Pour 
les  premiers  intervalles,  l'intégrale  (46)  sera  plus  petite  que  le  ré- 
sultat obtenu  en  remplaçant  Z„  par  sa  limite  supérieure,  ce  qui  don- 
nera 

H/z.T-'(i_  z)«-Tç)(r.)f/z  =  ô'H, 

5'  étant  infiniment  petite  avec  e,  puisque  l'intégrale  précédente  indé- 
pendante de  n  s'étend  dans  un  intervalle  au  plus  égal  à  £. 
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Fienons  maintenant  l'intégrale  (20)  clans  les  antres  intervalles,  ceux 
pour  lesquels  Z„  est  supérieur  à  Il/j2~\  et  comparons-la  à  l'inté- 
î^rale  (24)  prise  dans  les  mêmes  intervalles,  on  aura 

fz~-'!i  —  z\'-~'!oiz  Z:,''z  ^    z'''~'{i  —  z']'^~'!f[z')Z„         0,-.'z". 

Jz'~'[i  —  zf-iZ^iTz       ~      '  z't~'[\  —z'YU\  ~      Z'„     ' 

z'  désignant  une  valeur  de  z  prise  d.ins  l'un  des  intervalles  de  l'inté- 
gration, 5|  une  quantité  au  plus  égale  à  l'unité.  Si  nous  remplaçons 
Z'„  par  sa  limite  inférieure  H «2  ^  nous  déduirons  de  l'équation  pié- 
cédenle 

rinée;alité  avant  lieu  en  valeur  absolue.  Or  l'intégrale  du  second 
membre  est  plus  petite  que  l'intégrale  (24).  On  a  donc  ainsi  une  li(nite 
supérieure  des  deux  parties  dans  lesquelles  on  a  décomposé  l'inté- 
grale (20).  En  réunissant  les  deux  résultats  obtenus,  on  a  l'inégalité 

„ï-i  Ç  ;v-- ,;,  _  z)»-Yç(2)z„r/s  <  H5'  +  5  H^li^, 

6,  (j'  étant  isifiiiiuient  petits  avece,  quel  que  soit  n.  Si  donc  la  fonction 
o[^\  ou    ,  demeure  finie  dans  le  voisinage  de  la  valeur  2' =  o, 

on  voit  que  l'intégrale  (20)  est  infiniment  petite  avec  £,  quel  que  soil 
7i,  et,  par  conséquent,  qu'on  peut  la  négliger  dans  la  recherche  de  la 
limite  de  la  somme  S„  des  n  premiers  termes  de  la  série.  En  nous  rap- 
pelant que  les  mêmes  conclusions  s'appliquent  à  l'intégrale  prise  dans 
le  voisinage  de  la  valeur  i  de  r,  nous  obtenons  la  proposition  sui- 
vante : 

Toutes  les  fois  qu'une  foncllon  est  telle  qui;  les  coefficients  de  In 
série  sont  des  intégrales  ajant  un  sens  (déterminé,  si  la  Jonction  ne  de- 
vient infinie  ni  pour  x  =  o  ni  pour  x  ==  1 ,  la  série  représente  la  jonc- 
lion  avec  les  mêmes  particularités  que  les  séries  trigonoinétriques. 

Notre  raisonnement  ne  s"aj)plique  pas,  on  le  voit,  au  cas  où  la  fonc- 


APPROXIMATION    DES    FONCTIONS    DE    GRANDS    NOMBRES,     ETC.        3f)  I 

îioii  deviendrait  infinie  pour  une  des  limites.  C'est  qu'en  effet,  en  exa- 
minant cette  hypothèse,  nous  allons  être  conduits  à  cette  conclusioi! 
inattendue  que,  dans  ce  cas,  la  série  peut  bien  être  divergente. 

Pour  le  prouver,  nous  traiterons  le  cas  où  la  fonction  se  ramène  à 
une  sonune  de  termes  de  la  forme  ujcP,  en  nombre  limité,  p  étant  né- 
gatif, auxquels  s'ajoute  une  fonction  finie  pour  ^  =  o.  Celte  fonction 
finie,  nous  n'avons  pas  à  nous  en  occuper  :  on  lui  appliquera  les  mé- 
thodes précédentes.  Il  suffira  donc  d'examiner  chacun  des  termes  tels 
que  axP  ou  x^,  le  coefficient  ne  jouant  aucun  rôle. 

Or  nous  avons  déjà  trouvé  les  coefficients  du  développement  de  x'', 
quand  il  est  i)ossib!e.  Si  l'on  pose 

a''  =  AoXo  +  A,X,  -1-  ...  , 

A„  est  donné  par  la  formule  (i8),  et  il  est  de  l'ordre  de  «"-''"'.  Comuie 
X„  est  de  l'ordre  de  Jii,~^ ,  on  voit  que  les  termes  de  la  série  précé- 
dente seront  de  l'ordre  dew~-^~2"'^.  Il  faut  donc,  pour  qu'ils  tendent 
vers  zéro,  que  l'on  ait 

Pour  que  les  intégrales,  au  moyen  desquelles  se  calculent  les  coeffi- 
cients A„,  aient  un  sens,  il  faut  déjà  que  l'on  ait/)  +  y  ^  o.  Mais  cette 
dernière  condition   n'entraîne    la  précédente   que   si  l'on  ay^-- 

On  peut,  du  reste,  prouver  que,  si  l'inégalité  (aS)  est  vérifiée,  la 
série  que  développe  af  est  effectivement  convergente  et  qu'elle  a  pour 
somme  x''. 

Appliquons,  en  effet,  à  cette  fonction  particulière  la  méthode  géné- 
rale. Nous  aui'oiis  à  trouver  la  limite  de 

(2G)  -,--     r  Z„X„^,  -X„Z,.^,  ^^  .^..,  ,^  _  ,^»-v^y^.^ 

4  J"  Jo  ■'^-~ 

Posons 

zP  zP  z?+' 

j,-  —  z  X  \x  —  z\x  ' 
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lions  aurons  ilahord  à  Iroiivei"  la  liinito  de 

ou 

-  ^;^y  £  Z„  Z/-Ï-'  (  I  -  zY-^  Hz  +  ^^_  f  Z,,,.  z"-.-.  (,  _  ,)«-ïn3. 

I  es  deux  intégrales  précédentes  sont  du  même  ordre  que  deux  terme» 
de  la  série  trouvée  pour  x''  :  elles  tendent  donc  vers  zéro.  Il  nous  reste 
à  considérer 

mais  celte  intégrale  ne  diffère  que  par  la  forme  de  l'intégrale  (26);  /;  y 
est  changé  en  /j-f-  i,  et  elle  est  divisée  par  .r.  En  répétant  la  même 
opération  q  fois  jusqu'à  ce  que  p  +  <]  soit  devenu  positif,  on  aura 

l'intégrale  correspomlra  à  une  fonction  z'''^'',  qui  ne  deviendra  plus 
infinie  et  aura  par  conséquent  poiu'  limite 

:=  CCl  . 

.il 

Ainsi,  tant  que  p  satisfait  à  l'inégalité  (aS),  la  série  qui  sert  de  dévelop- 
pement à  xf  est  convergente  et  a  pour  somme  x^. 

On  verra  de  même  que  (1  —  .r)''  est  tléveloppable  en  série  conver- 
gente tant  que  q  satisfait  à  l'inégalité 

(27)  7> i f 

Nous  avons  donc  le  théorème  suivant  : 

Pour  qu'une  Jonc /ion  soit  développable  en  une  série  convergente  de 
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jonctions  X„,  il  faut  et  il  sujfit  :  i°  que  les  intégrales  qui  déterminent 
les  coejficients  de  la  séiic  aient  un  sens;  2"  que  si  la  Jonction  dci'ienl 
infinie  pour  x  =  o,  elle  le  soit  d'un  ordre  injerieur  À  ^  +  -;  ;  3"  que  si 
elle   de\'ipnt  infinie  pour  x  =^  ] ,  elle  le  soit  d  un  ordre  inférieur  à 

Par  exemple,  dans  le  cas  des  polynômes  de  Legendre,  toute  fonction 

3 
qui  deviendrait  infinie  d'un  ordre  égal  ou  supérieur  à^  pour  x  =  ±  i 

ne  serait  pas  développable  en  une  série  formée  de  ces  polynômes. 

Pour  terminer  ce  sujet,  il  nous  reste  à  dire  quelques  mots  d'un  cas 
qui  n'a  pas  été  traité,  et  à  voir  ce  que  devient  la  série  pour  les  valeurs 
extrêmes  x  ^=  o,  x  ^  i,  par  exemple,  pour  x  =  o;  ou  aura,  dans  ce 
cas,  à  chercher  la  limite  de  l'intégrale 

(^8)  -fj,;/  ^^^^J{zjz^~^[.-z;^-<dz, 

à  laquelle,  en  vertu  des  formules  (i3)  et  (i4),  on  peut  donner  la  forme 

-  4^T.X'  (j^:  s + '%0  /(■''  "'"■  (■  """""'■ 

On  examinera  la  limite  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  intégrales,  limite 
qui  n'est  pas  toujours  égale  à  la  fonctiony(o).  J'ai  déjà  fait  la  discus- 
sion de  cette  question,  pour  le  cas  particulier  des  fonctions  de  Legendre, 
dans  mon  Mémoire  Sur  les  Jonctions  de  deux  angles,  etc.  [Journal  de 
M.  Liouville,  t.  XIX,  2^  série,  p.  i). 

Comme  il  s'agit  ici  d'une  valeur  particulière,  je  me  bornerai  à  exa- 
miner le  cas  où  f{x)  —  J  (o)  est  de  l'ordre  de  x  et  je  poserai 

f[x)  —fi{o)  -+-  xa{x), 

a  (x)  étant  finie  pour  a:  —  o.  Alors  l'intégrale  (28)  se  ramènera  à 
une  somme  de  deux  autres,  l'une  dans  laquelle  on  remplacerait  y(j:) 
par  y  (o)  et  qui  donnera  comme  limite  /  (o),  puisque,  dans  le  dévelop- 
pement d'une  constante,  la  série  se  réduit  à  son  premier  terme  J\o)  Xo, 


Journ.  de  Math.  (3'  série),  tome  IV.  —  Novf.mbke  1878. 
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l'autre  dans  laquelle  la  fonction  y  (r)  sera  remplacée  par  Z'^^^Z)  et  qui 
sera 

v^9)  -?V  f'c^u.,-Z,.)o{z)zy-'i^^-zrUlz, 

et  l'on  appliquera  à  cette  intégrale  les  méthodes  que  nous  avons  em- 
ployées. On  verra,  comme  précédemment,  que  l'on  peut  négliger  la  partie 
de  l'intégrale  dans  laquelle  z  est  voisine  soit  de  o,  soit  de  i  au  moins  pour 
y  supérieurà  -i  et  Ton  pourra  ensuite,  en  prenant  l'intégrale  entre  les 
limites  £,  i  —  £,  remplacer  les  polynômes  par  leurs  expressions  appro- 
chées, ce  qui  donnera  une  intégrale  de  la  forme 

/sin      ^(fcos  ^y,(ç5)f/'jsin   (an  +  a -+- i)  9  —  7(27  —  i)  -, 

or  l'évahiation  do  l'ordre  de  cette  intégrale  est  le  point  de  départ  de 
notre  travail.  On  saura  donc  traiter  cette  question,  sur  laquelle  nous 
n'insisterons  pas  pour  les  raisons  déjà  indiquées. 

Nous  terminerons  cet  article  par  une  remarque  essentielle.  11  n'est 
pas  nécessaire  que  la  fonction  f[oc)  qu'on  développe  soit  réelle;  si  elle 
est  imaginaire,  il  suffira  de  considérer  successivement  la  partie  réelle 
et  la  partie  imaginaire.  Les  raisonnements  ne  subiront  aucune  modifi- 
cation. 


X. 


Après  avoir  examiné  les  séries  ordonnées  suivant  les  polynômes  X„, 
(juand  la  variable  ,r  demeure  réelle  et  comprise  entre  —  i  cl  -i-  i ,  on 
peut  se  demander  si  elles  sont  convergentes  dans  une  étendue  plus 
grande  et  il  est  maintenant  tiès-facile  de  résoudre  cette  question. 

Cherchons  d'abord  les  limites  de  la  convergence  d'une  série  de  poly- 
nômes X„ 

A„  X„  -h  A,  X,  -}-  . . .  +  A„  X„  4-  . . .  ; 
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il  résulte  tle  l'expression  approchée  de  nos  polynômes 

X„  =  y(ï)/i^"'r(i  +  e„), 

donnée  à  l'article  II,  qu'on  peut  assimiler  les  séries  de  ce  genre  à  celles 
qui  sont  ordonnées  suivant  les  puissances  entières  de  la  variable^.  Les 
courbes  limitant  la  région  de  convergence  seront  celles  pour  lesquelles 
:  aura  un  module  constant,  c'est-à-dire  que  ce  seront  des  ellipses  ayant 
pour  foyers  les  deux  points  o  et  i.  Ainsi  toutes  les  séries  de  fonctions 
X„,  quels  que  soient  les  nombres  a  et  y,  si  elles  sont  convergentes, 
le  sont  à  l'inlérieur  d'une  certaine  ellipse  qui  peut,  d'ailleurs,  se 
réduire  à  la  portion  de  ligne  droite  comprise  entre  les  foyers. 

Admettons  que  la  convergence  ait  lieu  à  l'intérieur  d'une  de  ces 
ellipses,  je  dis  que,  dans  la  région  de  convergence,  la  série  représentera 
une  fonction  finie,  continue,  qu'elle  pourra  être  différentiée,  inté- 
grée, etc. 

Soit,  en  effet,  a  le  module  de  Ç  sur  l'ellipse  de  convergence,  à  l'in- 
térieur de  toute  ellipse  correspondant  au  module  a  —  p  plus  petit  que 
n\  la  série  de  fonctions  X„  sera  uniformément  convergente,  et,  comme 
ses  termes  sont  des  fonctions  continues,  elle  sera  elle-même  continue; 
elle  pourra  être  différentiée,  intégrée.  On  voit,  d'après  cela,  que  si  l'on 
développe  sur  le  segment  (o,  i),  d'après  les  méthodes  précédentes,  une 
fonction  discontinue,  ou  devenant  intinie,  ou  telle  qu'une  de  ses  déri- 
vées soit  discontinue  ou  infinie  sur  le  même  segment,  la  convergence 
de  la  série  ne  pourra  s'étendre  au  delà  de  ce  segment. 

Ces  remarques  nous  permettent  d'étendre,  au  moins  pour  une- 
classe  importante  de  fonctions,  les  résultats  que  nous  avons  trouvés. 
Supposons  qu'il  s' agisse;  de  développer  une  foncliony(  x)  suivant  une 
série  formée  de  ces  polynômes  que  nous  avons  écartés,  et  pour  les- 
quels l'une  au  moins  des  quantités  7,  «  —  7  4-  i  est  négative.  Si  la 
fonction  est  continue  et  uniforme  à  l'intérieur  d'une  certaine  ellipse, 
le  développement  est  possible;  nous  le  démoi.trerons  plus  loin    Soit 

f{x)  ==  ^A„X„ 
ce  développement. 

Pour  en  déterminer  les  coefficients,  on   remarquera  que,   si  l'on 

5o.. 
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prend  la  déi  ivée  d'ordre  p,  on  a 

dP/(.r]  _  y  A    ^2L; 

dxP  ^      "    drP  ' 

Or  les  coefficients  -7—^  sont  anssi  des  séries  hypergéonietri(juos  qui  ne 
diffèrent  des  polynômes  X„  qu'en  ce  que  yeta  —  7  sont  angnientés  de  p. 
En  prenant  les  dérivées  jusqu'à  un  ordre  convenable,  on  aura  donc 
des  polynômes,  ponr  lesquels  y  et  a  —  y  +  1  seront  positifs,  et  aux- 
quels on  pourra,  par  conséquent,  appliquer  les  méthodes  précédentes 
de  détermination  des  cot^fficients. 


XT. 

Nous  allons  maintenant  démontrer  que,  si  une  fonction  est  conti- 
nue et  uniforme  à  l'uitérieurd'uneellipse  donnée,  elle  est  développable 
en  ime  série  de  fonctions  X„  convergentes  à  l'intérieur  de  celle  ellipse. 
A  cet  effet,  nous  emploierons  la  méthode  suivie  par  MM.  Neiuiiann  et 
Heine  dans  le  cas  particulier  des  polynômes  de  Legendre,  et  nous  dé- 
velopperons d'abord     __     en  une  série  de  fonctions  X„. 

Posons 

(3oi  —  ^—r-" 

'  -1-  —y  J- 

Les  coefficients  Q„  sont  des  fonctions  de  r,  qu'il  s'agit  d'étudier  et  de 
déterminer.  Si  nous  supposons  encore  /,  a  —  7  -4-  1  positifs,  nous 
aurons 


(3.)  Q«=r- 

I/o 


xl^~'  (1  —  .r'f—'idv 


Ces  fonctions  Q„  seront  appelées  yônc//o«j  de  seconde  espèce.  Elles 
satisfont  à  une  équation  différentielle  qu'on  peut  former  de  la  ma- 
nière suivante  : 

u  désignai,!  — — .  on  peut  établir  une  identité   de  la  forme  sui- 
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vante  : 

,  ,   ()-tt  r  ,  ,       ,  fin  , 


dx^    '    1/        ^"^    '    '^""J  Ox 
ô-u  ,   ,      .   du 


I  ,   ô-u  /  /      \  au         ,, 


Ll  suffît  de  prendre 

Ji  (r)  =  2  -  7  +  («  -  3)j,     H  =  (^^  +  i)  (7z  +  a  -  i). 

En  substituant  à  la  place  de  u  son  développement  en  série,  et  en  lenan 
compte  de  l'équation  différentielle  à  laquelle  satisfait  la  fonction  X,,, 
le  premier  membre  prend  la  forme 

et  ne  contient  plus  le  terme  en  X„.  Il  doit  donc  en  être  de  même  du 
second.  En  égalant  le  coefficient  de  X„  à  zéro,  ou  trouve 

[        /  \  <^Q"  r  f  ONT    'IQ- 

(3.)  r('-r)-;7F  +  [--7-H(«-3)r]-^ 

(  -h  (n  -h  i)  {n  -h  X  —  I ) Q„  =  o , 

équation  différentielle  à  laquelle  satisfait  Q,,,  et  que  l'on  peut  vérifier 
en  prenant  pour  Q»  l'intégrale  (3i). 

Celte  équation  différentielle,  obtenue  par  différents  auteurs  dans  le 
cas  des  polyuùines  de  Lpgendre,  se  confond  alors  (y  =  a  =  i)  avec 
celle  qui  caractérise  les  polynômes  X„.  Dans  les  autres  cas,  elle  en  est, 
comme  on  voit,  différente  par  les  coefficients.  Mais,  si  l'on  pose 

(33)  Q„=yr-.(,_^.)a-TU„, 

un  calcul  qui  ne  présente  aucune  difficulté  montre  que  U,,  satisfait  à 
la  même  équation  que  les  polynômes  X„.  C'est  là  un  résultat  remar- 
quable qui  ramène  la  théorie  des  fonctions  de  première  et  de  seconde 
espèce  à  la  considération  d'une  seule  équation  différentielle;  mais  il 
est  utile  de  remarquer  que  les  fonctions  Q„,  d'après  leur  expression 
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['il),  sont  coiiliimes  cl  finies  dans  toute  retendue  du  pl^n,  sauf  sur  le 
segment  (o,  i  ,  pro()riélé  qui,  d'après  la  formule  (33;,  n'appartiendra 
que  très-exceptionnellement  à  U,^. 

Si  les  fonctions  Q„  ne  satisfont  pas  à  la  même  équation  différentielle 
que  les  polynômes  X„,  elles  s'en  rapprochent  à  un  autre  point  de  vue  : 
»  lies  satisfont  à  la  même  équation  aux  différences,  c'est-à-dire  il  y  a 
entre  trois  fonctions  Q„  consécutives  la  même  relation  qu'entre  les 
trois  fonctions  X„  de  même  rang.  C'est  ce  que  l'on  établira  de  la  ma- 
nière suivante.  I/équation  (3o)  peut  s'écrire 


Exprimons,  au  moyen  de  l'équation  (G),  a  X„  en  fonction  linéaiie  de 
^//-i)  ^H)  ^n+n  e'  substituons  cette  expression  dans  la  formule  précé- 
dente, nous  aurons 

/  + ; (Q,..  -  Q«-.,  —  r  2//  -+•  a  Q„   . 

Tant  que  //  est  différent  de  zéro,  le  coefficient  de  X„  doit  être  nul.  On 
a  donc 


(•55] 


n[ii  +  oi  —  7'//^  ,^       \  /  ,/> 

a/î  +  K  —  I    ^^  ^  '^  '^ 


C'est  la  même  équation,  sauf  le  changement  de  a-  en  j,  que  pour  les 
polynômes  X„;  mais  il  convient  de  remarquer  qu'elle  ne  s'applique 
pas  jîour  n  =  o.  En  effet,  le  coefficient  de  X^  dans  le  second  membre 
de  !a  formule  (34)  doit  être  égal,  non  plus  à  o,  mais  à  i.  On  a  donc 


APPROXIMATION  DES  FONCTIONS  DE  GRANDS  NOMBRES,  ETC.   3()q 

Cette  équation  montre  qu'il  suffira  de  cbnnaître  l'une  des  fonctions 
pour  en  déduire  toutes  les  autres. 

On  voit  que  Q„  s'exprimera  en  fonction  linéaire  de  Q„,  le  coefficient 
de  Qo  et  le  terme  indépendant  étant  deux  polynômes.  De  plus,  le  coef- 
ficient de  Qo  dans  i'équalion  précédente  étant  le  polynôme  X,,  où 
l'on  a  remplacé  x  par  y,  le  coefficient  de  Q„  dans  Q„  sera  de  même  le 
polynône  X„(/).  C'est,  du  reste,  une  forme  de  Q„,  qu'on  peut 
mettre  directement  en  évidence.  La  formule  (32)  peut  s'écrire 

Jo    ^  —  f        ^  Vo  ^-r 

Y„  désignant   le  polynôme  X,,,   où   l'on  a   remplacé  jc  par  j-.  Un  a 
donc 

Qnir)  =  r  ^fE~^'-'  (i  -  xf-^dx  +  Y„Q„. 

Jo  -^ 

En  remarquant  que  X„  —  Y„  est  divisible  par  x  —  )•,  et  posant 

(37)  K-/J)  =  £  ^Ey-^'"'  ('  -  ^T'd^, 

on  voit  que  B„  est  un  polynôme  en  ^  d'ordre  ri  —  i,  et  l'on  a 

(38)  Q„(7)  =  Y„Qo(j)  +  R„(7), 

ce  qui  met  en  évidence  l'expression  de  Q„  {y)  en  fonction  de  Q„i  y  . 

D'après  cela,  si  l'on  veut  résoudre  complètement  I'équalion  aux 
différences  à  laquelle  satisfont  les  polynômes  X„, 

,   (//  -l-a)  («  -hy)  ,  ^ 


.„  1       27?  +  a-+-  I 

f         H '■ [Un  —   «n-1  )   —   ("-i"  +  î'-  )XUn  =  O, 


on  a  déjà  deux  solutions  : 

i°X„(x),     2°  R„(x), 
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et  |>ar  conséquent  la  soluiion  la  pins  générale  sera 

9(x)X„(x)  +  ^f.r)R„(jr). 
El)  particulier,  on  aura  Q"(-^)  en  prenant 

f{x)  =  Q„{x),     'h{x)^i; 
l  ,/.r)  en  prenant 


XII. 


Revenons  à  la  formule  qui  donne  Q„(^');  remplaçons-y  X„  par  son 
expression  comme  dérivée  «""'"',  et  intégrons  n  fois  par  partie  :  nous 
aurons 


(4o)  Q^^r(.4-.)r(y)r 


r{n  +  l)r(y)    /"  xT+"-'(i  —  .i:)«+"-T 


djc. 


Celle  formule,  donnée  par  Jacobi,  est  très-importante  pour  la  tliéorit; 
des  fractions  continues.  Développons,  en  effet,  l'intégrale  suivant  les 
puissances  de  -•  Le  développement  commence  au  terme  en  -^^  et 
l'on  a 

Si  nous  rapprochons  ce  résultat  ile  la  formule 

on   voit  que  le  développement  de  —i   suivant  les  puissances  descen- 
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dantes  de  r,  commencera  au  terme  en On  aura  donc 

Donc  —  — ^  sera  la  réduite  d'ordre  n  du  développement  de  Qo  en 
traction  continue.  Or,  d'après  la  formule  (40'  Q»  "'^^t  autre  chose, 
à  un  facteur  constant  jirès,  que  l'importante  série 

f(v,  i,c<-M,^^j, 

qui  comprend  comme  cas  particulier  le  binôme,  le  logarillime,  etc. 

La  forme  si  simple  de  la  nouvelle  expression  des  fondions  de  se- 
conde espèce  nous  indique  un  nombre  illimité  de  fonctions  généra- 
trices pour  les  fonctions  Q„.  Ainsi  l'on  aura 

En  particulier, 

-,  r  '   xT-'(i  —  x)'--!,/j:     _  'T'       r(7  +  n\  ,.  „  , 

'^^    -*  j„   liT—  X—  n.r{i  —  x)  ~  2j  r(7)r(«  -t-  1}  "    ^''■^'• 

Pour  les  fonctions  de  Legendre,  on  trouverait 


log  "-'-  ^.^+v^"'-^(i_-:i^)j'^  ^  .„«  Q,^  (^.). 


\,/u'  —2(1  —  9.r  )  K  -(-  I         «  —  1  -4-  2  j  —  v'"'  —  2  ( 

Enfin  l'expression  (4o)  de  Q„  est  très-propre  à  nous  faire  connaître 
une  expression  approchée  de  Q„  pour  n  très-grand.  L'intégrale  qui 
figure  dans  cette  formule  a  déjà  été  considérée  (art.  IV)  et,  pour  avoir 
l'expression  de  Q„,  il  suffira  d'appliquer  l'équation  (29)  de  cet  ar- 
ticle et  de  remplacer  les  factorielles  par  leurs  expressions  approchées. 
Posons 

j=._{i^,    ,  =  ,_.;■ +  v4r— 4 r, 

Journ.  de  Math.  (.3^  série),  tome  IV.  —    DtCESiuuii  1878.  -•  ' 
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le  signe  du  radical  étant  choisi  de  manière  que  le  module  de  r,  soit 
supérieur  à  l'iuiilé;  no\is  aurons 

(46)  j  =  V"^^^(' ->3-'r'(' -v:-'r  ^-"-'(' +a 

ou  plus  simplement 

(47  )         ^  =  ,r  ^J[-n )  n-"  "' ,     n  =  ^  -  \r  +  v^^  -17, 

/(■/j)  étant  une  fonction,  toujours  la  même,  de  yj.  Cette  formule  est 
toute  pnville  à  celle  de  X„,  qu'on  peut  écrire,  comme  nous  l'avons  vu, 

(48)  X„  ^r  /i"^"^j(ï)|«,     '^=  j  -  'jtx  ~h  v'4^  ^^, 

9(Ç)  étant  une  fonction  connue  par  ce  qui  précède  (art.  Il),  ç  et  vj 
ont  respectivement  pour  modules  la  somme  des  deux  demi-axes  des 
ellipses  de  foyers  o,  i  passant  par  les  points  qui  représentent  les  va- 
riables ar,  j. 

Nous  terminerons  par  une  remarque  sur  l'étendue  des  résultats 
obtenus.  Notre  point  de  départ  supposait  •/,  a  —  7  +  i  positifs  ;  mais 
nous  pouvons  maintenant  nous  affranchir  de  cette  supposition.  En 
effet,  la  formule  (4o)  est  valable,  quels  que  soient  a  et  y,  pour  des 
valeurs  suffisamment  grandes  de  n,  et  l'équation  aux  différences  déter- 
minera les  fonctions  pour  lesquelles  l'intégrale  qui  y  figure  n'aura 
aucun  sens.  Dans  tous  les  cas,  les  fonctions Q„  ainsi  déterminées  satis- 
font à  l'équation  différentielle  du  second  ordre  que  nous  avons  donnée 
jiour  elles.  Nous  trouvons  ainsi,  dans  les  résultats  obtenus  pour  une 
hypothèse  particulière,  un  point  de  départ  pour  les  ap|)liquer  à  tons 
les  polynômes  qui  naissent  de  la  si  rie  hypergéomélrique. 


XIII. 

Nous  pouvons  maintenant  démontrer  la  convergence  et  déterminer 
la  somme  de  la  série  qui  sert  de  développement  à  -— — ,  en  employant 
la  formule  principale  de  notre  Mémoire  iS«//e  théorème  de  Stunn. 
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.     Supposons  que  l'on  désigne  par  9„(.r),  <\i„{x)  deux  soiulions  dis- 
tinctes ou  confondues  de  la  même  équation  aux  différences 

««  X„+,  H-  [i;,  +  \y„  .x)  X„  H-  t„  X„_,  =  o, 

où  u„,  v,„  tv„,  t,i  sont  des  fonctions  de  Ji.  On  peut  toujours,  en  multi- 
pliant par  une  fonction  de  n,  donner  à  celte  équation  la  forme 

"h  X„+i  -f-  //„_,  X„_|  +  (i'„  -+-  n'„.r)  X„  =  o. 

On  aura,  en  exprimant  que  les  deux  solutions  satisfont  à  cette  équa- 
tion, 

"«  'i>n+,  {x)  -f-  U„.,  0„_  ,  (x)  -4-  {i>„  H-   iV„x](p„  [x)  —  o, 
««4'«+.  (r)  H-  «„-,  +„_,  (jr)   4-  (<■„  +  ÎV„7  j  <j;„(j)  =  o. 

Multiplions  la  première  de  ces  équations  par  4'«(j)»  '^  seconde  par 
—  On{^)  et  ajoutons-les;  nous  obtiendrons  la  tormule 


„^,(x)f,(j)--j/„„(j)»„(j;1 
.r  —  j- 

J  ,/      "■.(■»^)'î'--.  (■?•]  — <i'>,-.(.^  )'!',■  (r)  _       .,,  „  /^^  I    ,,. 


(49)  -^ 


Le  terme  —  h'„î„  (jt)  tj/„_|  (j-)  se  présente  comme  la  différence  de  deux 
e-  pressions  qui  ne  diffèrent  l'une  de  l'autre  que  par  le  changement 
de  n  en  «  --  i,  et  par  suite  la  somme 


'^w„'f„[x)  'h„{r) 


se  ramènera  toujours  à  la  différence  de  deux  ternifs  semblable^. 

Appliquons  cette  remarcjue  générale  à  noire  équation  aux  liiflV- 
lences  et  aux  deux  fonctions  X„(.r)Q„(7).  On  trouvera 

X„Q„ n[n-\^  'J.--J )    _      X„ Q„_,  - ^_u-^  Q„ 

J„  (27i  H- a;  (  2« -h  a —  I;  J„(-r — y) 

[n -y-  x]  [n  +  y.  -  y -h- i)      X„+,  Q„  -  X„  Q„.^, 

(2«  -(-  a  -(-  2)  (2«  -i-  a  -1-  I  I        J„+i  (.r  —  x) 

5i. 
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L'équation  aux  diflôrenccs  admet  connue  solution  Q„  à  partir  de 
7/ =:  I .  Faisons  la  somme  des  équalions  qu'on  obtient  en  donnant 
dans  la  formule  précédente  à  ti  les  valeurs  i  .2  . .  .7t\  nous  aurons 

X,  Q,  X„  Q„  _        1  +  a.—  7_^  X,  Qo  —  X„  Q, 

_     (n-t-  \'\{n  +  a  — 7-t-  i)     X^h-,  Q.  —  X„  q„^, 
(  2  «  +  a  +  I  r  (  2  «  +  3t  +  2  )         J„+,  (  jr  —  j'  ] 

Ajoutons  aux  deux  membres  ^— ^'  et  remplaçons  Q,  par  sa  valeur  tirée 
de  la  formule    36),  nous  auror.s 

[  X^o   .  x^,. 

...  I        Jo       "^    ■  J» 

1  («H-  l)(n-f-a   -7-1- l)      X„4.,  Q„  —  X„  Q„+, 


X  —  y         (  ?.«  -I-  5c  -1-  I  )  (  2rt  +  a  +  2  ,         (x  —  j  )  J„+, 

Cette  formule  peut  être  consiilérée  comme  la  générali.'-aiion  de  la 
propriété  bien  connue  que  possède  le  développement  de  — — --  suivant 
les  puissances  de  x.  Dans  l'un  et  l'autre  cas  on  peut  ramener  à  la  réu- 
nion de  deux  termes  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes 
consécutifs  de  la  série.  La  marche  que  nous  avons  suivie  montre  que 
cette  propriété  subsistera  pour  totis  les  polynômes  formant  une  suite 
deSturm.  Nous  reviendrons  sur  ce  point  dans  le  dernier  article. 

Pour  prouver  que  la  série  est  convergente  et  a  pour  somme  — —? 
il  suffira  d'établir  que  le  terme 

[n  -h  i)  (//  +  g  —  7  H-  i)     X„+,Q„-  X„Qn4, 

(2/1  -f- a  M-  I)  (2« -h  a  -(- 2)         (*•—  rjJn+i 

teud  vers  zéro  lorsque  «  graudil  indéfiniment.  Or,  si  nous  reniplaçoi.s 
les  polynômes  par  leurs  expressions  approchées  (4^),  (47)»  nous  ohlt - 
nous  pour  le  reste  la  formule 


/li)?i 


^(ro-î)^'-.)- 
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Il  tendra  donc  vers  zéro  toutes  les  fois  que  le  module  de  S  sera  infé- 
rieur à  celui  de  vj,  et  il  croîtra  indéfiniment  dans  le  cas  contraire.  Ainsi 
nous  obtenons  la  proposition  suivante  : 


La  série 


X^Q^       X,Q, 

jr  "*"'  j, 


sera  convergente  et  mira  pour  somme  -_—  seulement  si  le  point  x  est 

à  r  intérieur  de  l'ellipse  passant  par  le  point  y  et  ayant  pour  foyers  les 
deux  points  o,  i . 

Si  les  deux  points  .r,  y  étaient  sur  la  même  ellipse,  la  somme   de 
la  série  serait  indéterminée. 
En  étudiant  de  même  la  série 


y 


Q..(-'^)Q«(r) 


_  J„ 

on  verra  qu'elle  est  toujours  convergente  et  a  pour  somme 

Q.(.r)-Q.(rl 


XIV. 


Considérons  maintenant  une  fonction  quelconque  continue  et  uni- 
forme dans  l'anneau  compris  entre  deux  des  ellipses  homofocales  si 
souvent  considérées,  et  soit  A  le  point  représentant  la  variable  t. 

D'après  la  formule  de  C.iuchy,  on  aura 


-•n'^-m'^-i 


f[~)<lz 


les  deux  intégrales  étant  prises  sur  les  contours  C,  C  des  deux  ellipses 
supposées,  parcourus  dans  le  sens  direct.  Celte  formule  nous  permet 
de  développer  y^(/;).  En  effet,  appelons  T„  ce  que  devient  le  poly- 
nôme X„  quand  on  y  remplace  x  par  t.  Nous  aurons  sur  le  contour  C 


/•|oG 

la  série  convergente 

et  par  conséquent 
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T„0„fz^ 


J 


Sur  le  contour  C  on  ;uu;i,  au  contraire, 

%  1      _    V'  Z„Q„(/) 

la  série  étant  également  convergente;  et,  par  suite, 

En  réunissant  ces  deux  résultats,  nous  obtenons  la  formule 

(50  /(0=^  -  -Ttlj^'^"^"^^^''-  i^l^'irP^'^^^'^' 


eVst-à-dire  le  développement  de  J[i)  en  une  série  de  fonctions  de 
première  et  de  seconde  espèce.  L'emploi  de  l'équation  (5o)  nous  don- 
nerait au  besoin  une  limite  d?  l'erreur  conimise  quand  on  s'arrête  à 
un  terme  de  rang  quelconque. 

Si  la  fonction  est  continue  à  l'intérieur  de  l'ellipse  C)  tout  eniifre,li  s 
intégrales  multiplicateurs  des  fonctions  Q„sont  évidemment  nulles,  et 
il  ne  reste  que  les  fonctions  de  première  espèce.  Au  contraire,  si  la 
fonction  est  continue  à  l'extérieur  de  l'ellipse  (C)  jusqu'à  l'infini, 
SUIS  point  singulier  à  l'infini,  la  série  ne  contient  plus  que  des  fonc- 


APPROXIMATION    DES    FONCTIONS    DE    GRANDS    NOMBRrS,     ETC.        l\0'] 

lions  de  seconde  espèce.  Nous  obtenons,  comme  cas  parliculier,   la 
proposition  suivante  : 

Ln  condition  nécessaire  et  siijfisante  pour  (juufie Jonction  soit  cté\'e- 
loppable  en  une  série  de  Jonctions  X„,  c'est  quelle  soit  contiinie,  uni- 
forme et  finie  à  Viiiléiie.ur  d'uiw  ellipse. 


XV. 

Nous  leriuinerons  notre  travail  en  donnant  diverses  expressions  de 
la  fonction  Q„. 
L'équatian  à  laquelle  satisfait  X„  peut  s'écrire 


[^^(i  —  xf--^*'  ^^1  =  -  n[n  H-  a);'xï--'(i  —  xf- 


Nous  en  connaissons  deux  solutions,  X„  et  la  fonction  que  nous  avons 
appelée  Ll„.  On  aura  donc  entre  ces  deux  intégrales  la  relation 

^  '  \  dx  d.r.  j 

En  intégrant  et  se  rappelant  que  U„  et  Q„  sont  nuls  pour  x  =  »  , 
on  a 

et  par  conséquent 

Pour  obtenir  le  coeftîcient  C,  il  suffit  de  développer  suivant  les  puis- 
sances décroissantes  de  x  et  de  comparer  le  premier  terme  de  ce  dé- 
vtloppement  à  celui  de  la  formule  (4')-  ^"  trouve  ainsi 

C  =  (2/2  -H  a)J„, 
(  52  )     q,Jx)^[-xn-vrj.) .T„X„ x^- '  ( i  -  xj-^  C j^^.,^ 
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Il  m'a  paru  intéressant  de  vérifier  c|ue  celte  intégrale  se  ramène  à  une 
fonction  linéaire  de  Q„. 

A  cet  effet,  décomposons  en  fractions  simiiles rr;^-  Si  nous  ap- 

pelons  u  une  racine  quelconque  du  polynôme  X„,  nous  aurons 


XI  — X   X:  X  I — X         .Ad.r  — tt 


A„ 


lin  calculant  A,„  B„,  et  tenant  compte  de  l'équation  différentielle  pour 
éliminer  de  l'expression  de  B„  la  dérivée  seconde  de  X„,  on  trouve 

A„  =  ^--rrr,,       B„  =  A„  (^^^^  +  '^^=^)  • 

«  I  I  —  K  J  l)  '  '  \U  —  t  U       j 


•n  aura  auisi 


I  xT  ^  I  ■ —  X  .'"'"^'X,',  nx  ^^  ^  «  —  X  )  x~~'  ( 

(54)     . 


j _    d_  ^ A^^ 

I  —  X i'~''^'X;'         (Ix  ^  ^ «  —  X ) x~-'  [i  —  X )•"' 

Xl[\  X)"— ■■  +  '[_  ^mà  u  } 

I  f;  v^  !  3!  —  7'  A, 

IH ^ ^ — :-    A  —  1  +  > 
i                                                        —      «     J 

Le  dernier  terme  disparaît,  car  son  coefficieîit  est  celui  de  -  dans  le 
développement  du  second  membre  de  l'équation  (53),  suivant  les 
puissances  de  -»  coefficient  qui  doit  être  nul,  car  le  terme  en  - 
n'existe  pas  dans  le  développement  du  premier  membre  de  la  même 
équation.  En  substituant  l'expression  de  — tirée  de  la  formule  (5/|) 
dans  l'intégrale  (Sa),  et  posant,  pour  abréger, 

"  ^d  u 

nous  aurons 

g„(a-)  =  (2«  +  «)j„vA"J^ 

■+  (2/i  +  a)J„TI„X„ar^'-'(i  —xf'^'j 


X'  '  l  —  X  , 
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On  a  d'ailleurs,  en  vertu  de  la  même  équation  (Sa), 


En  comparant  celte  éqiialion  à  la  précédente,  on  trouve  qu'en  po- 
sant 

on  a 

Q„(.r)  =  R„(.r)  +  i^^-^^''  x,Q„. 

C'est  bien  la  forme  générale  que  nous  avons  trouvée,  et  l'on  voit  que 
la  constante 

(o«^-  5i1.T„H„ 
^. 

doit  être  égale  à  l'unité.  Toutefois,  les  intégrales  précédentes  n'ont 
un  sens  que  si  l'on  a  «  >•  o.  La  démonstration  suppose  donc  remplie 
cette  condition. 

Les  fonctions  de  seconde  espèce  peuvent  recevoir  d'autres  expres- 
sions très-élégantes. 

Par  exemple,  si  l'on  différentie  n  fois  l'équation  différentielle  à  la- 
quelle satisfont  X„  et  U„, 

•^('"■^^'^z;^.  +  '■/-  ('^--^  O'^-j  '£  +  "{''  -+-  '■/■))■  =  ". 

on  trouve 

^('  —  '■'^'J  -7-^r.  +  \  n  +  ■!  —  ia  +  -m  -\-  \)x  \  -p— -  =  o, 

équation  qui  admet  deux  solutions  : 

d"+'  y  «"'+'  )■  G 

=  O? 


,cn-/.- 


La  première  dérive  de  X,„  la  seconde  de  U„.  On  a  donc 

rf''+'  U  G 


(55] 


dx"-*-'  j.-»+ï^l  —.r)"+"'- 
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et,  par  suite, 

(56)  "-.-^(r)".-^.(.-v-='^x' 


dx"'* 


.l^H-Tj,   j-y^H-Tt-: 


On  en  déduit 


X'"  dr"+' 

La  constante  C  se  détermine  par  la  considération  du  premier  terme 
du  développement,  et  l'on  trouve 

(57)     ()„^^-(v)r(.^Or(..^.-v^O,,-.(,_^)..;p 


x"+i;(i  — .ri"-» 


ce  qu'on  peut  aussi  écrire,  d'après  un  théorème  connu  relatif  aux  in- 
tégrations répétées, 


■58^ 


équation  toute  pareille  à  celle  de  Jacobi  et  se  prêtant  à  la  méthode 
de  Laplace  pour  l'approximation  de  Q„. 

Nous  donnerons  enfin  une  expression  de  Q„,  qui  n'est  que  cu- 
rieuse. 

L'équation  (32),  à  laquelle  satisfait  Q„,  est  la  dérivée  /i'™"'  de  la  sui- 
vante : 

i\ll  ^''^~"  ^'  ■"  •^)^"''~"  1  =  Cx-''-"{i  -  .r)v-«-"+' . 
Il  résulte  do  cette  remarque  la  nouvelle  expression  de  Q„ 

Q„  =  C  ^  xy^-"-'  (i  -  xf'-''-y  r  ^— — 


comme  dérivée  /j'™"^^.  Le  calcul  de  la  constante  C  nous  donne  le  ré- 
sultat 


(5qi      Q„  =     '      .. {■ -y-  x^^"  *  (i  -  xf^"  y  I 


<lx 


Xt+"[i  —  x) 
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Enfin  nous  ajouterons  cette  remarque,  que  la  formule  de  Jacohi  peut 


aussi  s  écrire 


^  ^         l'(7  +  «)   'Ix-J^  y-x  ' 

On  voit  que  nous  avons  huit  expressions  différentes  des  fonctions  Q„. 


XVI. 

Il  nous  semble  que  la  méthode  employée  dans  cette  partie  de  notre 
travail  va  au  delà  du  problème  que  nous  avons  traité,  et  qu'elle 
pourra  s'étendre  à  l'étude  d'une  classe  étendue  de  développements,  de 
tous  ceux  qui  sont  ordonnés  suivant  des  fonctions  formant  une  suite 
de  Sturm.  Supposons,  en  effet,  pour  fixer  les  idées,  que  ces  fonctions 

soient  des  polynômes  de  degrés  o,  i,  .  .  .,  Xo,  X, jouissant  de 

la  propriété  suivante  : 

Il  existe  une  fonction  ^(x)  telle  que  l'on  ait 


(60  fj^""^^^' 


.X„da:  =  o 


toutes  les  fois  que  m  est  différent  de  n. 

On  peut  d'abord  démontrer,  et  cette  propriété  est  du  reste  connue, 
que  ces  polynômes  forment  une  suite  de  Sturm. 

Remarquons  d'abord  qu'il  résulte  de  la  formule  précédente  que 
l'on  a 

(62)  f  J\jc)VX„fla:  =  o, 

P  étant  un  polynôme  quelconque  de  degré  inférieur  à  n. 

Ce  point  étant  admis,  supposons,  pour  préciser,  qu'on  ait  mulii- 
plié  chaque  polynôme  par  un  nombre  tel  que  le  coefficient  de  la  plus 
haute  puissance  de  x  soit  l'unité.  Le  premier  X,,  sera  égal  à  i .  De 
plus,    le  produit  xX„  pourra  évidemment  s'exprimer  de  la  manière 
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suivanle  : 

xX„  =  x,,^,  +  c,x„  +  c,  x„_,  +  .   .  +  c„x,. 

Je  dis  que,  dans  cetle  t'ormule,  toiiles  les  constantes  sont   nulles  à 
partir  de  Co.   Multiplions,   en  effet,  les  deux  membres  par 

et  intégrons  entre  les  limites  a  et  b,  nous  aurons,  en  tenant  compte  de 
l'équation  (6i), 

^fV(.r)xX„.,X„./..  =.C,j\f.^Jx  cU-. 
Nous  désignerons  par  J^  l'intégrale 

J  a 

que  nous  supposerons  toujours  différente  de  zéro.    L'équation  précé- 
dente deviendra 


63: 


/  J\^)  ^'  ^"-1' ^'« ^^  ~  ^'p  ■'" -/'• 


Or,  si  /;  est  égal  ou  supérieur  à  2,  xX„_p  sera  au  plus  du  degré  n  —  1, 
et,  en  vertu  de  la  formule  (62),  le  premier  membre  sera  nul.  Ou  aura 
donc 

C^  =  o. 

Ainsi  l'équation  (62)  est  de  la  forme 

(6/|)  xx„  =  X,,,,  H-  (:„x„  -f  c,  x„..,, 

qui  montre  bien  que  les  polynômes  forment  une  suite  de  Siurm.  On 
aurait  de  même 

(65)  a\„^,  =  X„  +  D„X„_,  4-  1),  X„  ,. 
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Ci'la  posé,  dans  la  formule  (63),  faisons  ^  =  i  ;  on  am  a 


C,  T,,.,  =   r  /(x)xX,_,  X„^r, 


Subslitiioiis  dans  le  second  membre  la  valeur  de  a?X„_i  déduite  de 
l'équation  (65);  on  aura 

C,  J„  _,  =  f  f{x)  X|  dx-  =  J„, 
el  par  conséquent 

(66)  ^'  =  j~- 

L'équation  (64)  prend  donc  la  forme 

f  67  )  X-  X„  =  X„.^ ,  4-  a„ X„  +  ^  X„ _ , . 

Désignons  maintenant  par  Y„  le  résultat  de  la  substitution  de  )•  à  a- 
dans  les  fonctions  X„  et  changeons  x  en  j  dans  l'équation  précédente. 
Elle  deviendra 

;>-Y„  =  y„+,  -h  c/.„  Y„  -h  j—  Y„,, . 

Multiplions  cette  équation  par  X,,,  la  précédente  par   —  Y„  et  ajou- 
tons les  résultats  obtenus  ;  nous  aurons 

X„Y„  _  TÇ-H,  Y„  -  X„  Y„_^,  _  X„Y„.^,  —  X„_,  Y., 
J„  J„(.r— /)  i„^,\x  —  j]. 

Si  dans  cette  formule  nous  remplaçons  successivement  m  par  o,  1, 
1,  ...  et  que  nous  fassions  la  somme  des  r/sultats  obtenus,  nous 
trouverons 

,,.o^  X„Yo        X,Y,  X„Y„        X„^,Y„-X„Y„+, 


Jo  J,  in  J„(j;  — r) 

Supposons  maintenant  qu'on  veuille  développer  une  fonction  ^(.r)  en 
une  série  de  polynômes  X„ 

(?{x)  =  A„  X„  ^-  A,  X,  4-  .  . .  -f-  A„  X„  4-  .  ■  • . 
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En  imiltipliant  les  deux  membres  par  f[x)  X„dxel  intégrant,  on  aura 


U  ou  il  suit  que  l'on  aura  pour  9  (x)  la  série 

7i^-)  =  I,x£'  9ij)fLr)^r.dr, 

dont  il  s'agit  de  démontrer  la  convergence  et  de  déterminer  la  tomme. 
Or,  en  désignant  par  S„  la  somme  des  n  -+- 1  premiers  termes,  on  aura 

ou,  d'après  la  formule  (68), 

Toute  la  difficulté  sera  ramenée  à  la  recherche  de  la  limite  de  cette 
intégrale. 

Considérons,  en  particulier,  la  fonction  ^ et  soit 

i_  _  XoQ.  X„Q,, 

X  — y  i„  '  '  '  J„ 

On  aura 

(69)  Q„=j^'/J£l^'. 

Nous  appellerons  les  polynômes  X„  fonctions  de  première  espèce  et  les 
fonctions  Q„  fonctions  de  seconde  espèce. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  que  les  fonctions  de  seconde  espèce  satis- 
font à  la  même  équation  aux  différences  que  les  polynômes  X„.  On  a, 
en  effet. 


ou,  en  tenant  compte  de  l'équation  aux  différences  (67)  pour  les  paly 
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ilômes  X„, 

f  -  ^  -  -  Q..  -  fe = -jy-^^ = -  h /;«-'  '=■  "•"-■ 

le  second  membre  est  nul  tant  que  n  est  différent  de  zéro,  et  pour 
H  =  o  il  se  réduit  à  —  x.  On  a  donc 

Ces  formules  permetient  de  calculer  de  proche  en  proche  toutes  les 
fonctions  de  seconde  espèce  au  moyen  de  la  première. 
En  éliminant  «„  entre  les  équations  (71),  (67),  on  aura 

X„Q,  _  X„^,  Q„  -  X.  Q,,.^.,  _  X„Q„-, -X„_,Q„ 

et  par  suite 

X,Q,    ,    X,Q,  ,    X„Q„_  X„+,  Q,-X„Q„+,        X,  Q„  -  X,  Q, 


En  substituant  àX,,  Qi  !eurs  valeurs,  on  aura  la  formule  définitive 
,      ,        XoQo        X,Q,  X,Q„  _       I  X„ Q„H-i  —  X„.^,  Q„ 

(72;      -17- ^- ^JT"  +  •  •  •  - -j7  -  737  j„(--j) 

et  il  ne  restera  plus  qu'à  chercher  sous  quelles  conditions  le  dernier 
terme  du  second  membre  tend  vers  zéro  pour  avoir  dans  tous  les  cas 
les  conditions  de  convergence  de  la  série  qui  développe  7— ;■ 

Une  fois  cette  recherche  faite,  le  théorème  de  Cauchy  permettra  de 
développer  toute  fonction  F(::)  en  une  série  formée  de  fonctions  de 
première  et  de  seconde  espèce. 

C'est  la  méthode  que  nous  avons  suivie  dans  ce  travail.  Les  rapports 
de  la  théorie  précédente  et  de  celle  des  fractions  continues  sont  à  peu 
près  évidents. 

D'abord,  si  l'on  développcQ,,  suivant  les  puissances  de  ->  ledévelop- 
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pement  commencera  au  terme  en  — -•  En  effet,  on  a 

Ja  '--•^• 

ou,  eu  se  rappelant  les  propriétés  des  intégrales, /y  (j)j:''X„  r/j", 

(73)  ^„^lf'm^-^,      . 

formule  qui  met  en  évidence  la  propriété  annoncée. 
D'autre  part,  on  peut  écrire 

Le  premier  terme  tlu  second  membre  est  un  polynôme  R„{)').  Le 
second  est  le  produit  de  Y„  par  Qj.  On  aura  donc 

Q„  =  H„~Y„Qo 
ou 

Vo    —  Y 


Y,.         Y„ 
■Le  développement  de  ^'suivant  les  puissances  décroissanles  de  > 


Y„ 


commencera  au  terme Donc -"  est  la  «"""■  réduite  du  déve- 

y-'-^'  Y„ 

loppement  de 

en  fraction  continue. 

Cette  remarque  établit  le  lien  entre  notre  théorie  et  celle  qut-  ^L  Heine 
a  constituée  pour  l'intégrale  précédente. 
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Su/-  la  percussion  des  corps , 
Par  m.  N.  JOIKOYSKY, 

Professeur  à  l'École  Polytechnique  de  Moscou 


î.  Poinsot,  dans  son  Mémoire  sur  la  percussion  des  corps  [*],  dé- 
montre que,  dans  les  cas  particuliers,  on  peut  ramener  la  question  re- 
lative à  la  percussion  d'un  corps  et  d'un  point  matériels  dénués  d'é- 
lasticité à  la  percussion  de  deux  points.  Les  cas  particuliers  traités  par 
l'auteur  sont  celui  où  la  direction  de  percussion  se  trouve  dans  le  plan 
passant  par  deux  axes  pi  incipaux  d'inertie  du  corps,  relatifs  à  son  centre 
de  gravité,  et  celui  où  la  direction  de  percussion  est  perpendiculaire 
à  ce  plan. 

Ce  qui  va  suivre  montre  que  la  question  la  plus  générale  de  per- 
cussion de  deux  corps  libres,  quel  que  soit  leur  degré  d'élasticité,  peut 
être  ramenée  à  la  percussion  de  deux  points  massifs. 

2.  Rappelons-nous  auparavant  les  formules  relatives  à  la  percussion 
de  deux  billes. 

Soient  : 
P  l'impulsion  des  actions  mutuelles; 
meX  ln^  les  masses  des  billes; 
V  et  v^  les  projections  des  vitesses  des  centres  des  billes  sur  h»  direction 

de  P,  où  f  <^  (',  ; 
u  et  Ui  les  projections  semblables  après  le  choc. 

[*  ]  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliqurcs,  1867,  iSSg. 
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Nous  aurons 

(  I  )  P  =  m  ( u  —  v)  —  in,{  r,  —  «,  J , 

fa)   itu'-  -h  m,  ('7  —  inu-  —  m^  ir^  =  t  ^m\v  —  u)-  +  m,  (»',  —  u,)-] , 

où  £  est  le  coefficient  du    choc,    qui  est  égal   à   zéro  pour   les   billes 
|);)rt,iiteineiit  élastiques  et  à  l'unité  pour  les  billes  dénuées  d'élasticité. 
Déforaions  l'équation  (2)  à  l'aide  de  l'équation  (i), 

(3)  n  H-  i'  +  c  [u  —  (')  =  rif  +  i',  +  £[te,  —  c,  ). 

L'équation  (3),  réunie  à  l'équation  (1  ),  doiuie  les  quantités  cher- 
chées 

(4) 
(5) 
(6) 


I  -t-  £  III  -\-  m, 


—  !■     iiini. 


Les  formules  (4),  (5)  et  (6)  ne  dépendent  pas  des  rayons  de  billes; 
admettant  que  ces  rayons  diminuent  à  l'infini  et  que  les  niasses  des 
billes  restent  constantes,  nous  aurons  le  choc  des  points  massifs. 

5.  Déterminons  maintenant  les  changements  des  vitesses  produites 
par  le  choc  dans  le  mouvement  d'un  corps  libre  dont  la  masse  est 
M.  Menons  par  la  direction  de  percussion  P  et  le  centre  de  gra- 
vité O  du  corps  un  plan,  que  nous  nommerons  plan  de  |)ercussiou. 
Abaissons  du  centre  O  une  perpendiculaire  sur  la  direction  de  P.  Le 
point  C  de  rencontre  de  cette  perpendiculaire  avec  la  direction  de  P 
sera,  comme  dans  le  Mémoire  de  Poinsot,  le  centre  de  percussion. 

Posons  OC  =  h. 

Prenons  les  axes  des  coordonnées  rectangulaires  ,v,  j-,  2,  ayant 
pour  origine  le  point  O,  j)our  le  plan  xOj  le  plan  de  percussion  et 
pour  l'axe  Ox  la  droite  OC. 
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Eli  transportant  le  point  d'application  de  la  force  P  an  point  O,  nons 
aurons  une  force  P,  dirigée  vers  l'axe  Or,  et  un  couple  (P,  —  P)  dans 


le  plan  xO/.  La  force  P  donnera  au  corps  une  vitesse  de  translation 
/3  dirigée  vers  l'axe  Oy  : 


\i) 


^'  =  1- 


Pour  déterminer  les  vitesses  angulaires  6,,  5,,  0^  autour  des  axes  Ox, 
Oy,  Oz,  produites  par  le  couple  (P,  —  P),  représentons  par 


(«) 


J{x,x,z)^i 


l'équation  d'un  ellipsoïde  d'inertie  du  corps  par  rapport  au  point  O. 
Nous  aurons,  à  l'aide  du  théorème  des  moments, 


(9) 


Soient  Q  la  vitesse  angulaire  de  rotation  résultante,  et  |,  vj,  Ç  les  coor- 
données du  point  d'intersection  de  l'axe  de  celte  rotation  avec  la  sur- 
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lace  d'ellipsoïde.  Nous  pouvois  |)réstiiler  les  équations    9   ainsi 

'^/(£,v,,^)^o, 
(10)  \-;fJ(i^-^n':)  =  o, 

20 dt-^  ^-  "^'        ' 


Les  deux  premières  équatioris' 10)  ii.onirenf  que  l'axe  de  relation  0  est 
le  diamètre  conjugué  du  plan  de  percussion  par  rapport  à  l'elli- 
psoïde (8,.  A  l'aide  du  tliéorèaie  bien  connu  des  fondions  homo- 
gènes 

la  troisième  équation  (10)  peut  être  mise  sous  ia  forme 

(.1)  o  =  vin/;. 

En  nommant  0  la  projiclion  de  p  sur  le  i)lau  .rOj',  nous  pouvons 
décomposer  la  rotation  5  par  les  deux  suivantes  : 

(là)  0,  =  V/i-Ç, 

(•3)  v5T+^=P^?^» 

dont  la  première  a  l'our  axe  de  rotation  Oz,  et  la  seconde  la  projec- 
tion de  f)  sur  le  ]ilan  xOy. 

La  rotation  O3  se  compose  avec  la  translation  /5,  et  doiuie  uni>  rota- 
tion avec  la  même  vitesse  angulaire  O3  autour  d'un  axe  DZ'  parallèle  à 
l'axe  Oz.  Cet  axe  coupe  Occ  dans  un  |)oinl  D,  pour  lequel 
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Eli  posant 

OD  =  /, 

nous  trouvons 

(i5)  hi^k-. 

Les  points  C  et  D  sont  réciproques. 

Ainsi  l;i  percussion  augmente  le  mouvement  du  corps  de  deux  ro- 
tations, dont  l'une  a  j)our  vitesse  angulaire  P/(  o^  et  pour  axe  c?,  et 
l'autre  a  pour  vitesse  angulaire  Vli'C,-  et  pour  axe  la  perpendicidaiie  au 
plan  de  percussion  passant  par  le  point  D. 

4.  Nous  chercherons  maintenant  à  déterminer  la  grandeur  de  per- 
cussion à  l'aide  des  vitesses  des  points  s'entre-choquant  des  deux 
corps. 

Soient  pet  u  les  projections  des  vitesses  du  point  choqué  sur  la  di- 
rection de  la  percussion  P  avant  et  après  le  choc.  Le  changement  de 
V  en  u  provient  seulement  de  la  rotation  autour  de  l'axe  perpendicu- 
laire au  plan  du  choc;  nous  pouvons  donc  écrire 

Pour  un  autre  corps  M,,  qui  se  choque  avfc  M,  nous  trouvons  une 
formule  semhlahle,  en  changeant  P  en  —  P  : 

P,  h]  -t-  k] 

où  //,,  k,,  i\,  II,  ont  pour  le   corps  M,  les  mêmes  significations  que 
/i,  /-,  f^',  u  pour  le  corps  M,  et 

i>,  >  c. 
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Nous  trouvons  iiKuiilenant  les  é(|ualioiis 

(■6)  P-^,M(«-P)=^-^_M.(.,  -«.).- 

qui  se  réduisent  à  (i),  en  posant 

(■7)  '"=Mz^'     '".=^I./77T7y 

Nous  nommeions  m  et  /«,  les  niasses  des  corps  ramenées  au  jjoint  du 
choc. 

5.   11  nous  reste  à  considérer  le  chaugement  de  force  vive  des  corps 
produit  par  le  clioc. 

Soient 
T  et  T,  les  forces  vives  des  corps  M  et  M,  avant  les  chocs; 
-?  et  tf,  les  forces  viv»'s  des  deux  corps  après  le  choc; 
5  et  S,  les  forces  vives  des  vitesses  acquises  ou  perdues  par  les  corps 

M  et  M,  pendant  le  choc. 

Nous  aurons  une  équation  connue  [*] 

T-f-T,  -  J  -  J,  =£(f +  G,), 

dans  laquelle  s  est  le  coefficient  du  choc.  Cette  équation  peut  être  mise 
sous  la  forme 

.:i8)  ^_T  +  £<?= -(j,  -T, +  £t,)- 

Déterminons  sa  première  partie. 

Posons  qu'avant  le  choc  les  projections  de  la  vitesse  du  centre  O 
sur  les  axes  x,  j\  z  seront 

IV,,  iVo,  ir,, 


*]   Traite  (le  Mécanique gcncralc,  par  Res;il,  t.  I,  p.  !\i'}. 


\ 
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et  les  vitesses  angulaires  autour  de  ces  axes  seront 


U.,  Uo,   Wo 


Nous  trouverons  après  le  choc,  pour  les  mêmes  quantités, 

M'i,    îi'o+/3,    (l'a,    o;,  +5,,    0J2  +  Ô25    «3  +  ^3- 

D'après  l'équation  (8),  on  peut  écrire 

aT  =  M(h'j  -t-  H'5  -h  ^\'l)  -+-y(u,,  ojj,  W3), 

2  .f  =  M[«'^  -f-  (h-.  +  pj-  4-  u'I]  -4-/(oi,  4-  5,,  «2  +  5,,  W3  +  5,,), 

25  =  M,S=+/(5,, 52,^3). 


Remarquons  que 

2  ■■  <-«, 


/(e,,52,53)=;53;^/(S.,e2,e3)=P=/rÇ% 


_    p2/^2Ç2  _|_   20)3  P/i   +   /(0j,,OJ2,  W3). 


Nous  trouvons 


p  r    ,  p  /.^^H-Zi-  P  /'  +  //^1 

,^  _  T  +  25  =  -  [2  (n'2  +  «3  ^)  +  j^  ^^  +  3  ^  -^^J  ^ 


ou,  à  cause  de  l'équation  (iG), 


■  T  +  c5  =  -  [«  +  c  +  £(«  —  »^)J- 


Pour  le  corps  M,,  nous  devons  changer  P  en  —  P,  ce  qui  donne 

(j,-T,  +£5,)=  -l  [{u,  +l'a  +£(,«,   -i',)]. 
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En  mettant  les  quantités  trouvées  dans  l'équation  (8)  et  la  divisant  ' 

P 
par  -■>  nous  trouvons  une  éqnation  toute  semblable  à  l'éqnation  (3). 

<>.   La  question  de  la   percussion  de  deux  corps  libres  esr   niainle- 
nanl  résolue.  Il  suffit  seulement  de  concentrer  dans  les  points  s'entre- 

choquant  des  corps  les  masses  ramenées,  et  de  traiter  le  choc  comme  l 

celui  des  points  massifs,  ayant  le  même  coefficient  dn  choc  que  les  ! 

corps.  En  trouvant  P  par  la  formule  (6),  il  reste  à  augmenter  les  mou-  ^ 

vemenls  des  corps  des  rotations  montrées  dans  le  n°  2.  i 
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Sur  111}  cas  particulier  de  mouvement  d'un  point  matériel; 
Par  m.  N.  JOUKOYSKY, 

Professeur  à  l'École  Polytechnique  ilc  Moscou. 


1.  Ne  se  donnant  pas  la  peine  de  trouver  les  intégrales  générales 
des  équations  du  mouvement  d'un  point  matériel,  on  peut  quelquefois 
donner  des  intégrales  particulières  de  ces  équations,  en  admettant  que 
la  vitesse  initiale  dépend  des  coordonnées  initiales. 

Nous  allons  montrer,  dans  ce  qui  suit,  une  manière  bien  facile  de 
trouver  de  pareilles  intégrales  pour  le  mouvement  sur  un  plan,  quand 
les  lignes  de  niveau  seront  des  lignes  isothermiques. 

2.  Soient 

(i)  y  =  const. 

l'équation  de  la  famille  des  lignes  de  niveau,  et 

(2)  '/i  =  const. 

l'équation    de   la   famille   des   lignes   perpendiculaires   aux  lignes   de 

niveau; 
h  et  h,  les  paramètres  différentiels  des  fonctions  q  et  q/, 
p  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  ; 
g  la  force  rapportée  à  l'unité  de  la  masse; 
J{q)  la  fonction  potentielle  des  forces; 
i>  la  vitesse  ; 

6  l'angle  entre  la  direction  de  la  vitesse  et  la  direction  de  la  force; 
1^  et  (p  les  angles  formés  par  ces  directions  et  un  axe  donné. 

En  ayant  égard  à  la  figure,  dans  laquelle  ma  est  la  trajectoire  du 
point  matériel,  inb  la  ligne  de  niveau  et  me  la  ligne  perpendiculaire 

Journ.  de  Math.  (3«  série),  tome  IV.  —  Décembre  1878.  ^4 
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aux  lignes  de  niveau,  nous  pouvons  écrire 

'-1  =gsn6=y'(<7)/jsn6; 
mais,  si  l'angle  1}  est  considéré  comme  une  fonclion  de  rff,  on  aura 


d'où 


-  =  A,  -7^  snC: 
P  «?• 


A  présent,  si  les  lignes  de  niveau  sont  isothermiques,  on  pourra 
choisir  les  fonctions  (j  el  (j,,  tellement  que 

//  =  /?,, 
et  notre  formule  deviendra 

^ = 'dû 

Nous  pouvons  éliminer  v-  de  cette  équation  à  l'aide  du  théorème  des 
forces  vives, 

(3)  ,<=  =  2/(7)  +  c, 
et  nous  trouverons 

(4)  i?i  =  _ZllL_. 

^      '  dq,  ■2j[q\-^C 

5.  Admettons  encore  que  la  fonction  p  satisfasse  à  l'équation 

(5)  ^1-=^, 

où  [J.  est  une  quantité  constante;  après  avoir  intégré,  nous  aurons 

(6)  7j{q)  +  c  =  ^.e'^''. 


SliR    UN   CAS   PARTICULIER   DE   MOUVEMENT  Jj'UN  POJMT  MATÉRIEL.        427 

En  même  temps  lequalion  (4)  donnera 

<"  S  =  ''' 

(8)  ^^a^ixf/,, 

[j  et  (X  étant  des  constantes  arbiti-aires. 
En  remarquant  que 

0  ^  i8u"  -  ^  —  -p, 

nous  trouverons,  de  la  formule  (8),  l'équation  différentielle  île  la 
trajectoire 

(9)  'a»S(P-?. -^-?-«)  +  ^  =  o. 

Enfin,  des  équations  ('3)  et  (6),  nous  déduirons  la  vitesse  pour  chaque 
point  de  la  trajectoire 

(10)  V- :^  ^e-^i. 

Ainsi  sera  déterminé  le  mouvement  d'un  point  matériel  soumis  à  l'ac- 
tion de  la  force  dont  la  fonction  potentielle  satisfait  à  l'équation  (6); 
mais  ce  mouvement  ne  correspondra  qu'à  un  cas  particulier,  la  vi- 
tesse initiale  étant  donnée  par  l'équation  (lo). 

4.  Considérons,  par  exemple,  le  cas  pour  lequel  les  lignes  (i)  sont 
des  cercles  concentriques,  et  les  lignes  (2)  les  droites  qui  passent 
par  le  centre  de  ces  cercles;  après  avoir  désigné  par  /■  la  dislance  du 
point  considéré  de  ce  centre  commun,  et  remarqué  que  y,  dans  ce  cas, 
sera  l'angle  de  r  avec  un  axe  donné,  posons  que 

<]  =  log'',     f/i  =  ?; 
ce  qui  satisfait  à  la  condition 

Les  équations  (6)  et  (10)  deviendront 

(m)  2/(7)-^c•  =  ,3/■=^ 

((2)  ,.^  =  p/-^ 

54.. 
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La  dérivée  de  la  fonction  y  ((7),  par  rapiwrl  à  r,  nous  donnera  la  force  g^, 

(.3)  g  =  /5a;-^^-; 

elle  sera  attractive,  si  le  coefficient  n.  est  négatif,  et  répulsive,  s'il  est 
positif;  car  on  voit  de  (12)  que  [i  doit  être  positif.  L'équation  (9) 
prendra  la  forme  suivante  : 

(14  )  dïogr 


tang[^i:p-M)  — aj 

et  pourra  être  intégrée 

(i5)  ri^-^'sin[(p.  -f  1)-.  -  aj  ^  K, 

«  étant  une  constante. 

L'équation  (i5)  ne  donne  pas  la  trajectoire  quand 

a  =  -  I  ; 

mais,  dans  ce  cas-là,  l'équation  (i4)  prend  la  forme 

°  tanga 

d'où  nous  trouvons  l'équation  de  la  spirale  logarithmique 

r  =  a  e ''■'"'' 

Ainsi  nous  voyons  qu'on  peut  trouver,  de  cette  manière,  le  mou- 
vement d'un  point  matériel  dans  le  cas  de  la  force  centrale  propor- 
tionnelle H  r*,  quel  que  soit  le  nombre  k;  seulement  la  force  doit  être 
supposée  attractive  quand 

/!  -M       , 

et  répulsive  quand 

~-  >o. 
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